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Die Anregung von Wellentypen héherer Ordnung durch die Grundwelle 
an einer Versatzstelle zweier runder Hohlleiter 


Von Karu SCHNETZLER 


Mitteilung aus dem Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG, Miinchen 


(A.B.U. 14 [1960], 421 — 424; eingegangen am 22. August 1960) 


DK _ 621.372.823 :621.372.83 


Es werden Formeln und Kurven angegeben fiir die Anregung ausbreitungsfahiger hoherer 
Wellentypen durch die Grundwelle an einer Versatzstelle zweier gleicher runder Hohlleiter. 
_ The excitation by the fundamental mode of higher modes capable of propagation at a butt 
joint between two slightly displaced over-moded circular waveguides is calculated. 


1. Einleitung 


Runde Hohlleiter, in denen auch Wellentypen 
héherer Ordnung ausbreitungsfahig sind, werden 
vielfach als Antennenzuleitungen zur Ubertragung 
zweier senkrecht zueinander polarisierter Wellen 
verwendet, entweder um die Verluste niedrig zu 
halten, oder weil der zu iibertragende Bandbereich 
groBer ist als der ausnutzbare Eindeutigkeitsbe- 
reich des Hohlleiters. Uberall, wo der Hohlleiter 
von der Idealform abweicht, findet dann eine Um- 
wandlung der einfallenden Welle in solche héheren 
Wellentypen statt. Stetige Verformungen erstrecken 
sich meist iiber mehrere Wellenlangen und haben 
infolgedessen weniger EHinfluB als Unstetigkeiten, 
wie sie an Flanschverbindungen auftreten kénnen. 
Da sich die Form am Flansch sehr genau rund hal- 
ten laBt, ist hier insbesondere der fast unvermeid- 
liche geringe Hohlleiterversatz wirksam. 

Die Anregung ausbreitungsfahiger héherer Wel- 
lentypen ist besonders dann von Wichtigkeit, wenn 
die Leitung nicht nur am Eingang, sondern auch 
spater wieder fiir den héheren Wellentyp undurch- 
lassig wird, etwa wenn der Querschnitt an einem 
Kriimmer wieder verengt werden muB. Es entsteht 
dann ein Resonanzraum fiir die hdhere Welle, 
deren Amplitude infolgedessen fiir bestimmte Fre- 
quenzen merkliche Werte annehmen kann. Dies 
fiihrt zu erheblichen, unter Umstianden unzulassig 
hohen Reflexionsspitzen der Grundwelle. 


2. Berechnungsverfahren 


Die Anregung hdherer Wellentypen an einer 
Versatzstelle zweier runder Hohlleiter durch die 
Ho1-Welle ist von Jicucut [1] in 1. Néherung nach 


der bekannten Methode der Feldanpassung in der 
Trennebene berechnet worden. Von KaTzZENELLEN- 
BAUM [2] stammt eine Berechung, ebenfalls 1. Nahe- 
rung, fiir beliebige kleine Formanderungen mittels 
der Lorentzschen Reziprozitatsformel. Fallt die 
Grundwelle ein, so hat das elektrische Querfeld im 
Hohlleiter an der Trennflache im allgemeinen einen 
unstetigen Verlauf. Es ist dann nicht ohne weiteres 
(wie in den zitierten Arbeiten) erlaubt, in der Ent- 
wicklung des Querfeldes die (unendlich vielen) Glie- 
der zweiter Ordnung im Unstetigkeitsparameter 
(hier der Verschiebung v) zu vernachlassigen. Wie 
leicht die unbedenkliche Vernachlassigung zu 
falschen Ergebnissen fiihren kann, wird im Anhang 
an einem Beispiel gezeigt. Ihre Berechtigung bedarf 
vielmehr einer besonderen Untersuchung. 

Um von solchen Bedenken frei zu sein, wird die 
Anregung hier, ausgehend von einem stetigen Hohl- 
leiter, ohne weitere Verwendung von Reihen be- 
rechnet. Die Anregung hdherer Wellentypen in 
einem kontinuierlichen Ubergang zwischen zwei 
Hohlleitern derselben Richtung ist fiir kleine Win- 
kel in 1. Naherung bekannt. Ausdriicke dafiir finden 
sich z. B. bei SouyMarR [3] (seine Formeln bediirfen 
allerdings in gewissen Fallen der Korrektur, siehe 
Anhang 1). Die am Eingang und Ausgang des Uber- 
gangs auslaufenden hdheren Wellentypen setzen 
sich danach aus lings des ganzen Ubergangs durch 
die einfallende Welle erzeugten Elementarwellen 
der hoheren Typen zusammen, und zwar ist der 
Anregungskoeffizient der vor- bzw. riicklaufenden 
Welle auf der Strecke dz in seiner Bezeichnung 
+ Sj dz, hierbei bezeichnet der Index 0 die ein- 
fallende, der Index 1 die angeregte Welle. Die 
+ -Zeichen beziehen sich dabei auf die vorlaufende, 
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die — -Zeichen auf die riicklaufende angeregte 
Welle. Es ist genau genommen der Anregungs- 
koeffizient an dem kleinen Querschnittssprung, der 
entsteht, wenn der Ubergang durch eine Treppen- 
kurve der Schrittbreite dz approximiert wird 
(Bild 2) [4]. Die GrdBen S;, sind durch Randinte- 
grale iiber die Schnittkurve des Ubergangs mit der 
Ebene z = const gegeben (Bild 1), sie haben die 
Form 


S10 a $ fro tan 6 ds 5 


wobei f19 eine Funktion der Wellentypen 0 und 1 
des geraden Hohlleiters mit dem bei z vorliegenden 
Querschnitt ist. 6 ist der Winkel derjenigen Mantel- 
tangente, die auf der Schnittkurve senkrecht steht, 
mit der z-Achse, positiv gerechnet fiir einen mit 
zunehmendem z sich erweiternden Ubergang, nega- 
tiv fiir einen konvergierenden. 


Bild 1. 

Ubergang zwischen 
zwei Hohlleitern glei- 
cher Richtung. 


Bild 2. 


Der geneigte runde 
Hohlleiter. 


Figt man nun lauter horizontale Hohlleiter- 
stiicke der Lange dz, jeweils um v (< dz) vertikal 
verschoben, aneinander, so erhalt man die Approxi- 
mation eines unter dem Winkel tan y = v/dz ge- 
neigten Hohlleiters, dessen Querschnitt mit der 
Ebene z = const ein Kreis vom Radius a ist (Bild 2). 
Zwischen 6, y und dem Azimuthwinkel g, der von 
der Verschiebungsrichtung aus gerechnet wird, be- 
steht die Beziehung 


tan 0 = tany cosy. (1) 


Man erhalt also die zum Versatz v gehorige Anre- 
gung, wenn man in + Sjodz die GréBe tan y dz 
durch v, bzw. tan 6 dz durch v cos ¢ ersetzt. 

Die Sonymarsche Theorie gibt nur die Koeffi- 
zienten 1. Ordnung in 6, man erhalt also auch nur 
die zu v proportionalen Anregungskoeffizienten. 

Auf analoge Weise laBt sich die Anregung hohe- 
rer Wellentypen an kleinen Sprungstellen anderer 
Art, z. B. bei einer QuerschnittsvergréBerung, be- 
rechnen. 

Die im nachsten Abschnitt angegebenen For- 
meln gelten auch an der Grenzfrequenz, wenn man 
den genauen, die Wandverluste beriicksichtigenden 
komplexen Wert von {, verwendet. Dabei ist an- 
genommen, dafs der Versatz so gering ist, daB die 
hdhere Welle auch in der Umgebung der Grenz- 
frequenz klein gegen die einfallende Welle bleibt. 
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3. Ergebnisse 
Es bezeichne 
D den Durchmesser der Hohlleiter, 
v die Verschiebung des einen gegen den andern, 
UD ar 
2 die Wellenlange in freiem Raum, 
Anm die Hohlleiterwellenlange des Typs nm, 
Jn(x) die Besselsche Funktion vom Index n, 
Xnm die m-te nicht verschwindende Wurzel von 
J3(e) = 05 
die m-te nicht verschwindende Wurzel von 
J,,(e) =0, (Xq, = 1,841, Xo1 = 2,405 usw.), 
a den Hohlleiterradius, 
die Anregung des Wellentyps 7 durch den 
Wellentyp p an einer Versatzstelle mit der 
Verschiebung v (+ nach vorn, — nach riick- 
warts), definiert als Wurzel aus dem Leistungs- 
verhaltnis (an Stelle der Leistung tritt in der 
Nahe der Grenzfrequenz der Welle 7 das 
Stromspannungsprodukt). 


Indizes in runden Klammern bedeuten einen #-Typ, 
solche in eckigen Klammern einen H-Typ. Wenn 
Verwechslungen ausgeschlossen sind, werden diese 
Klammern auch weggelassen. 

In der Nahe der Grenzfrequenz ist A; durch 
27/6; zu ersetzen und fiir /; der genaue, die Wand- 
verluste beriicksichtigende Wert einzufihren. 

Dann gilt (fiir die Ableitung siehe Anhang 2): 


A) Anregung durch die Grundwelle (H41): 


Es werden in 1. Naéherung nur Wellen angeregt, 
deren 1. Index (Winkelindex) 0 oder 2 ist. 


a) Anregung der Eom-Wellen 

Fallt die Richtung der Verschiebung mit der des 
elektrischen Feldes der einfallenden H,-Welle zu- 
sammen, so ist 


<0) 2 
Am 1) = F Da! om Arr lea - (2) 


Die unbedenkliche Ubertragung der Methode von 
JIGUCHI wiirde nur die Halfte dieses Wertes erge- 
ben. Bei einer Verschiebung quer zum einfallenden 
Feld findet keine Anregung proportional v/D statt. 


b) Anregung der Hom-Wellen 

Fallt die Richtung der Verschiebung mit der des 
elektrischen Feldes der H1-Welle zusammen, so ist 
die Anregung in 1. Naherung Null. 


Erfolgt die Verschiebung quer zum einfallenden 
Feld, so ist 


Alon) ER ae (3) 


~~ 5. fmt Vos Vs 
DX — EV XP—1V au V+ Jom 


c) Anregung der Hom-Wellen 

Die Starke der Anregung ist hier von der Rich- 
tung der Verschiebung unabhangig, erfolgt sie in 
Richtung des Hj-Feldes, so wird die eine Polarisa- 
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tion der H2m-Welle, senkrecht dazu die andere Po- 
larisation angeregt: 
: 1 jo. 1 
Ae ) (11 ee ee VAs We cere 2 
(2m) [11] Asi m eo l (4) 
d) Anregung der Hom-Wellen 
Die Anregung ist wieder von der Richtung der 
Verschiebung unabhingig, mit Anderung der Rich- 
tung andert sich nur die Polarisation: 


Amy) = (5) 


Ag 79 19 [ 79 r/9 
2 \#2xae-xps) — Xai (2— Xsh) 
11 


/ dom 


Do (&ohn — Xi) VG? — 1) (X32, — 4) 
B) Anregung durch die Ho1- Welle 
Hier werden in 1. Naiherung nur Ay.,-Wellen an- 
geregt. Ihr elektrisches Feld steht in der Mitte des 


Hohlileiters auf der Richtung der Verschiebung 
senkrecht, 


A fim) (01) = (6) 


, 


te No in Poe Thine 42 Aas 
D Xoi— XG, ¥ XG, —1\Y dor ~~ Vo Aam 


in Ubereinstimmung mit Jicucut [1]. Das Querfeld 
in der Trennebene hat beim Hinfall einer Ho,-Welle 
eben eine sehr geringe Unstetigkeit. 

In Bild 8 sind die nach A) berechneten Anregungs- 
koeffizienten 1. Ordnung aller im Bereich D/A = 1,4 
bis D/A = 2 ausbreitungsfahigen hdheren Wellen- 
typen bei Anregung durch die Grundwelle (1) an 
einem Versatz von v/D = 10/99 aufgetragen. Dieses 
Frequenzband enthalt die Grenzfrequenzen der 
Eo1- und der EHo2-Welle. In ihrer Nahe wird der An- 
regungskoeffizient komplex. Eingetragen sind dann 
sowohl die angeregte relative Energie wie auch der 
Absolutwert des Anregungskoeffizienten. Liegt der 
in der Einleitung erwahnte Fall vor, bei dem die an- 
geregte Welle in einem Resonanzraum der Lange L 
eingesperrt ist, so ist der bei Resonanz auftretende 
Maximalwert des Reflexionskoeffizienten der ein- 
fallenden Welle, wie sich zeigen laBt, im wesent- 


< Amplitude 
Amplitude Energie 
40 Energie 


14 9) 16 17 

Of 

Bild 3. Die Anregungskoeffizienten 1. Naherung der hohe- 
ren Wellentypen im Bereich D/A = 1,4 bis D/A = 2 
beim Versatz v/D = 10/o9 bei Anregung durch die 
Grundwelle (H11). (Spitzen fiir Kupferrohr mit 
D = 71,42 mm). 
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Bild 4. Anregungslinge (in m) der hdheren Wellentypen bei 
Anregung durch die Grundwelle. Kupferrohr mit 
D = 71,42 mm, Versatz 0,1 mm; 


Eo1, Ho2 +Versatz in Richtung des elektr. Feldes, 
Ao. Versatz quer zum elektrischen Feld, 
E21, Ho, Versatz beliebig. 


lichen durch @max = L/L gegeben, hierbei ist 
BAS | 4a |} 


20 
fungskonstante der angeregten Welle). Diese GroBe 
(in Meter) ist in Bild 4 fiir ein Kupferrohr von D = 
71,42 mm dargestellt. Wie ersichtlich, wird die Spitze 
von |.A| durch die gleichzeitige Zunahme von « bei 
Annaherung an die Grenzfrequenz praktisch kom- 
pensiert. Jenseits der Grenzfrequenz nehmen die 
aufgetragenen GroBen auBerordentlich schnell ab. 


Ly 


die ,, Anregungslange“ (« Damp- 


Anhang 1: Korrektur der Sotymarschen Anregungs- 
koeffizienten 


Der von SouyMaR [3] in Form eines Kurveninte- 
grals angegebene Kopplungskoeffizient zwischen 
zwei H-Wellen 


= hi Pp 
Pra 1 = eh b tan 6 pi = 5 ds (7) 


bedarf in manchen Fallen der Korrektur (fiir die Be- 
zeichnungen vel. [3)]). 
Ausgehend von der Definition 


0 
ne ( o; SP as (8) 


findet man zundchst durch Anwendung der Green- 
schen Formel 


, — G v 
[‘] [7] he ; 


Die Differentiationen 
nach z und n kénnen 
vertauscht werden, 
vorausgesetzt, daB n 
eine von z unabhan- 
gige Richtung bedeu- 
tet, namlich die der 


Bild 5. Vektorbeziehun- 
gen an einer verwunde- 
nen Oberflache. 


Schnittkurve z 
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auBeren Normalen an die Schnittkurve im Inte- 
grationspunkt P (Bild 5). Geht man von P um den 
Vektor dz-2-+dn-n zu dem Oberflachenpunkt 
Q, so ist dn/dz = tan 0. In Q hat aber die Schnitt- 
kurvennormale im allgemeinen nicht mehr die 
Richtung von n, sondern sei um den Winkel dw ge- 
dreht in die Richtung ny = n + dw: s. In P ist 


OW tp] _ : Vip) Onl bes SIE 
Piag e 0, in Q aber an aa eas VER (leh 


ja hier dpp)/On1 = 0. Damit wird die Zunahme von 
OYptp)/On von P nach Q 


Ovip) 9 OYp , | 2 OYp OW 

= = dn = — — dw, 

¢ on Oz On ' an On é Os = 
0 Ovinl 0 Opp Opp dw 

als = = té oe (LO 

uso oz on On On pom Os dz oy 


auf der Oberfliche. — Diese Gleichung tritt anstelle 
von Gl. (13) bei Sorymar. 
Entsprechend sind der Kopplungs- und der An- 


regungskoeffizient : (11) 
2 


h; OW p | 
Train = gee Ane tan @ + Aaeeds 


p 7 
a 1 Bi —_ / Bp ¢ 
Stat = +(y/# Ppt) | Bi Trajtp1} - 12) 
Die GroBe dw/dz ist ein Ma8 fiir die ,, Verwindung* 
der Oberflache, hangt aber auch von der Orientie- 
rung der z-Achse ab. Zum Beispiel findet man fiir 


den Fall des geneigten runden Hohlleiters nach 
Bild 2 durch eine einfache geometrische Uberlegung 


dw tan y sin p 
aoe 3 : (13) 
Anhang 2: Berechnung der Anregung hdéherer 
Wellentypen durch die Grund-(//;;)Welle an einer 
Versatzstelle zweier gleicher runder Hohlleiter 


Nach Sotymar [3] gilt fiir die Anregung einer 
H-Welle (7) durch eine H-Welle [p] 


je Owiy @ 
eee tan 0 ap tae: Ad) 


Fiir die Anregung einer H-Welle [7] siehe Anhang 1, 
Gl. (11) bis (13). Hierbei sind die normierten Poten- 


tiale 
_ |/& In(Xnm1/a) COS n Dp 
hee tT XnmJn-1(Xnm) |sinng ’ 


i Jn (ane r/a) ies ny 
Yinm] = = : 
ey Van ie Jn (Xnm) EN 
ye L fur 2 = 0 
RSP hur, se 0 


Setzt man diese Potentiale ein und substituiert 
dw 
dz * 
so ergeben sich die im Abschnitt 3 angegebenen Aus- 
driicke ohne weiteres. 


veosg fir tan 6, ~ sing fiir 
a 
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Anhang 3: Die Vernachlissigung héherer Glieder in 
der Reihenentwicklung unstetiger Funktionen 


DaB diese Vernachlassigung im allgemeinen nicht 
erlaubt ist, zeigt folgendes Beispiel (Bild 6): 

Es bezeichne o die gemeinsame Trennflache der 
beiden um v versetzten runden Hohlleiter, t den 
halbmondférmigen, an Metall lie- 
genden Rest des Querschnitts S —r__ 


des rechten Hohlleiters. eo (11), pitts aae 
Nel 

Bild 6. Zwei versetzte Hohlleiter. pen oe 

e,(Ho1),... seien die normierten transversalen elek- 


trischen Eigenvektoren im rechten Hohlleiter, Ey 
das elektrische Transversalfeld in der Trennflache. 
Von links falle die in der Verschiebungsrichtung 
polarisierte Grundwelle ein mit der Amplitude eins. 
Das Transversalfeld auf S ist in der Offnung im 
wesentlichen durch ep gegeben, steigt aber in der 
Nahe der Kanten stark an und fallt bei t unstetig 
auf Null. Entwickelt man es nach den Eigenvekto- 
ren des rechten Hohlleiters, 


E; auf o 
: evens Vi e1 > Veer; 
0 auf tf 
so ist Vo von der Ordnung 1; Vi, Ve, ... sind von 1. 


oder hoherer Ordnung in v klein. Multipliziert man 
beide Seiten mit e; und integriert tiber S, so folgt 


V1 =I E,e, dS = { Eyeido. 
Integriert man nur iiber o, so oe 
J Ever do =Vo f egeido + 
+ Vif edo +Vs f €2 €1 Gian 


it Ta Taos 

a Pe nrc 
ate 

fetao—1—= > 


T. @ 


Nun ist | eje, do = 


Vo if e2e;do usw. sind alle mindestens von 2. Ord- 
nung in v/a klein. Werden sie vernachlassigt, so 


sms! Vid — | ef do) =Vof everdc. 
Diese Gleichung kann aber nicht richtig sein, da 
links eine GréBe zweiter Ordnung, rechts eine erster 
Ordnung steht. 

DaB eine Reihe von Gliedern zweiter Ordnung 
selbst von erster Ordnung sein kann, zeigt das Bei- 
spiel 


co . 
pate se =) 
——— =» : 
1 n 2 
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_ Es werden Formeln abgeleitet, die es erlauben, die Anregung hoherer Wellentypen in allmah- 
lichen Hohlleiteriibergingen auch dann zu berechnen, wenn die héheren Wellentypen nur in einem 


Teil des Ubergangs ausbreitungsfahig sind. 


Formulas are derived for calculating the generation of spurious modes in a gradual waveguide 
transition even for the case that the spurious mode can propagate only in part of the transition. 


1. Einleitung 


Es ist oft erwiinscht oder notwendig, elektrische 
Wellen in einem Hohlleiter zu fiihren, dessen 
Querschnitt so groB ist, daB sich neben der Grund- 
welle auch héhere Wellentypen ausbreiten kénnen. 
Wird die Welle einem solchen Hohlleiter von einem 
mit kleinerem Querschnitt zugefiihrt, so tritt im 
Ubergangsstiick eine im allgemeinen unerwiinschte 
Anregung dieser héheren Wellentypen auf. Dabei 
liegt, wenigstens wenn die Grundwelle einfallt, 
meist der Fall vor, daB die héheren Wellentypen 
nur in einem Teil des Ubergangs ausbreitungs- 
fahig sind. 

Eine Untersuchung dieses Problems fiir den 
Spezialfall eines runden rotationssymmetrischen 
Ubergangs, auf den die Ho;-Welle einfallt, findet 
sich bei KatTzENELLENBAUM [1], der Airysche 
Funktionen heranzieht. Im folgenden wird der all- 
gemeine Fall eines beliebigen Hohlleiterquerschnitts 
und eines beliebigen einfallenden Wellentyps be- 
handelt. Die Beniitzung spezieller Funktionen er- 
iibrigt sich, wenn der Grenzquerschnitt nicht gerade 
in nichster Nahe eines Ubergangsendes liegt. 


2. Die Anregung héherer Wellen in Hohlleiteriiber- 
gingen 


Der Ubergang (Bild 1) soll zwei gerade Hohl- 
leiter derselben Richtung aber von verschiedenem 


| 
| 
| 

2 Ste ie, 
| 
| 


ge ae ae 
z=0 z=L 


Bild 1. Ubergang zwischen zwei Hohlleitern mit derselben 
Achse. 


Querschnitt verbinden. Die Umformung soll dabei 
allmahlich erfolgen, so daB die Neigung der Ober- 
flaiche gegen die Achse (z-Richtung) sowie eine 
eventuell auftretende Verwindung iiberall klein 
bleiben. Dann durchsetzt die einfallende Welle den 
Ubergang im allgemeinen mit geringem Energie- 
verlust, die Anregung aller anderen Wellen bleibt 


klein und erfolgt in 1. Naherung nur durch die ein- 
fallende Welle. Eine Ausnahme hiervon tritt vor 
allem dann ein, wenn eine Welle angeregt wird, die 
iiberall dieselbe Geschwindigkeit wie die einfallende 
Welle hat. Solche Falle treten aber in den Anwen- 
dungen im allgemeinen nicht auf und sollen aus- 
driicklich ausgeschlossen werden. 

Die den obigen Voraussetzungen entsprechenden 
Uberginge zerfallen noch in zwei Klassen, je nach- 
dem ob die betrachtete héhere Welle im ganzen 
Ubergang ausbreitungsfahig ist, oder nur in einem 
Teil. Den ersten Fall hat Sotymar [2] untersucht. 
Seine Ergebnisse seien zum Vergleich vorangestellt. 


A) Die héhere Welle ist im ganzen Ubergang aus- 
breitungsfahig 

Wenn auch der kleinste Querschnitt noch merk- 
lich gréBer als der Grenzquerschnitt ist, gilt nach 
SoLyMaR in 1. Naherung: 

Die héhere Welle (Index 1) wird von der ein- 
fallenden (Index 0) auf der Strecke dz mit einer 
Starke 

Sj dz nach vorn, 


— Sjo dz nach riickwarts 


angeregt. Die Anregungskoeffizienten Sj sind von 
ihm berechnet worden, einige sind im Anhang wie- 
dergegeben. Bezeichnet /;(z) = 27//A; die Wellen- 
zahl, 7; die Hohlrohrwellenlinge des Wellentyps 4 
des geraden Hohlleiters mit dem an der Stelle z vor- 
liegenden Querschnitt, so wird die Amplitude der 
auslaufenden hdheren Welle am Ausgang z = L 


(Bild 1) 


z L 
" ~if Bode ~jf Bidz 
At(L)= | e : S35 dz e —” (1) 
0 
und der riicklaufenden hoheren Welle am Kingang 
a= 
if Pode ~if Bide 
Aro) = fe : (— Sjp) dz e 
0 
Diese Ausdriicke beziehen sich auf eine einfallende 
Welle der Amplitude 1 am Eingang (z = 0). Das 
Quadrat der Amplitude gibt jeweils den Energie- 
strom an. 
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B) Die héhere Welle ist nur in einem Teal des Uber- 
gangs ausbreitungsfahig 

Die Rechnung hierfiir ist im Anhang durchge- 
fiihrt, und zwar unter der einschrankenden An- 
nahme, da8 der Querschnitt am Eingang merklich 
kleiner, am Ausgang merklich gréBer ist als der 
Grenzquerschnitt der héheren Welle (Bild 2, der 
Grenzquerschnitt liegt bei z = 0). AuBerdem soll 


zv=0 Zz=l 
Bild 2. Ubergang zwischen zwei Hohlleitern mit Grenz- 
querschnitt im Ubergangsgebiet. 


der Querschnitt in der Umgebung von z = 0 nicht 
konstant und nur ein einziger solcher Querschnitt 
im Ubergang vorhanden sein. Sind dann einfallende 
und héhere Welle von verschiedenem Typ (die eine 
H-Typ, die andere H-Typ), so findet man am Aus- 
gang in 1. Naherung 


Zz L 
=i f Bude = ivenae 
AS (Dh = fe Sg dze—e 
0 
L z z L 
r jf Bude =if Bidz —if Bidz 
+ | e ~' \ (—Sj5)dze 1° Je" 
0 
i zr U L 
—if Bode’ —f\B,| de’ —if Bidz 
= fe ; Sipdz’e ety ; (3) 
0 


wobei das obere Vorzeichen im zweiten Summanden 
gilt, wenn die einfallende Welle vom H-Typ, die 
angeregte vom H-Typ ist. Das untere Vorzeichen 
gilt im umgekehrten Fall. Das Ausbreitungsgebiet 
(Bild 2) erstreckt sich von z= 0 bis z= L, das 
Dampfungsgebiet von z = —l bis z = 0 bzw. von 
Zi —= VO; iste ta= tt: 

Die Schreibweise der Integranden macht die Be- 
deutung der drei Summanden klar: Der erste stellt 
die im Ausbreitungsgebiet durch die einfallende 
Welle nach vorn angeregten Wellen dar, der zweite 
die dort nach riickwarts angeregten, die am Grenz- 
querschnitt mit einem Phasensprung von 90° total 
reflektiert werden, und der dritte die schwache aus 
dem Dampfungsgebiet in das Ubergangsgebiet ge- 
langende Erregung. DaB die Welle aus drei solehen 
Summanden besteht, ist einleuchtend. Die Tat- 
sache, daB die Koeffizienten $j sich bis herab zum 
Grenzquerschnitt verwenden lassen, war aber nicht 
von vornherein zu erwarten. Dies ist nun auch in 
den Fallen, bei denen einfallende und angeregte 
Welle vom selben Typ sind (beide H-Typ oder beide 
H-Typ), nicht mehr so. Man erhalt hier neben den in 
Gl. (3) angegebenen Gliedern noch Zusatzglieder, 
die in der Umgebung des Grenzquerschnitts ent- 


stehen. Fiir die Gl. (3) entsprechenden Formeln sei 
auf den Anhang verwiesen (siehe dort Gl. (46) und 
51)). 

ise Formeln fiir den umgekehrten Fall, bei dem 
die einfallende Welle sich aus dem weiten auf den 
engen Hohlleiter zu bewegt, folgen durch sinnge- 
maBe Vertauschung von S+ mit S~ usw. 


Anhang 


Berechnung der Anregung einer héheren Welle, die 
nur in einem Teil des Ubergangs ausbreitungsfahig ist 


Zugrunde gelegt werden die Verhaltnisse von 
Bild 2, die einfallende Welle komme von links. 

Ausgangspunkt sind die Maxwellschen Gleichun- 
gen in der Form von Telegraphengleichungen. Sie 
ergeben sich, wenn man das Transversalfeld EF, 
H;, nach den normierten Transversalvektoren ep, 
hy des geraden Hohlleiters entwickelt. Es bedeute 


k =2n/A die Wellenzahl im freien, den Hohlleiter 
erfiillenden Medium, 

Bi = 2n/hi die Wellenzahl des Typs 7 im geraden 
Hohlleiter, 7; die Wellenlange im Hohl- 
leiter, 

i Bi = k? — hi > 

hy = 27/Acq die Grenzwellenzahl des Typs 7, Ac; die 
Grenzwellenlange, 


C= Vule den Feldwellenwiderstand des freien 
Mediums, 


Ky die Feldwellenimpedanz des Typs 2, 

Wi das Potential des Typs 7. Dieses ist fiir 
H-Wellen proportional zu H,, fiir E- 
Wellen proportional zu H, und durch 
die Forderung h2 [ y?dS = 1 normiert 
(Integration iiber den Querschnitt 
2— Const); 

6 den Winkel zwischen der Mantellinie 
des Ubergangs und der z-Richtung, 
positiv gerechnet fiir einen mit zuneh- 
mendem z sich erweiternden, negativ 
fiir einen konvergierenden Ubergang. 


Entwickelt man 
=>)Valzjen, Hi =>) In(z)hn 


so nehmen die Maxwellschen Gleichungen fiir eine 
Zeitabhangigkeit e/®! die Form von Leleere pads 
gleichungen an. 

Bazeichnat der Index m eine E-Welle, so ist nach 
SOLYMAR = 
ae] jie 
oe 

ae - Vm = — 2 Pols (5) 


und fiir eine H- Welle (Index n) 


eg 2 Te ike (4) 


dz tye Laie Reo Vas (6) 
D 


=z +i Ry, = Sty Ip. (7) 
12 
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Bleibt die Anregung der héheren Wellen im Uber- 
gang klein und durchsetzt ihn die einfallende Welle 
(Index 0) ohne merklichen Verlust, was bei allmah- 
lichen Ubergiingen im allgemeinen der Fall ist 
(siehe oben), so vereinfachen sich die Gleichungen 
fiir den H-Wellentyp 1 in 1. Naherung zu 


a et, (8) 

BS +iF N= Tole (9) 
bzw. fiir einen H-Typ vom Index 1 

er Tar. (10) 

 +jfn=—toh. () 


Die beiden Gleichungspaare gehen durch die Sub- 
stitutionen 


Voolo, Vioh, Tin — Tri 


C<>1/f, 


ineinander iiber. 

Die KopplungsgréBen 7, sind von SoLyMaR in 
der Form von leicht auswertbaren Randintegralen 
dargestellt worden. Ist z. B. die Welle 0 vom H-Typ, 
die Welle 1 vom E-Typ, so ist 


ij", (12) 
3 Oyo Ayr , 
T 1 =— p tan 6 Fs. FA” ase (13) 


(Seine Formel fiir den Kopplungskoeffizienten 
zweier H-Wellen bedarf allerdings in gewissen, in 
der Praxis aber selten vorkommenden Fallen der 
Korrektur [4].) 

Die GréBen Tj; hangen mit den Anregungskoeffi- 
zienten Sjg im Fall A) nach SoLymMaR zusammen 


mittels Le 
Liq ik neg FOE 
Sip = | ett lz 10). (14) 


Dabei ist bekanntlich die Feldwellenimpedanz der 
nach +z fortschreitenden Welle im Ausbreitungs- 


‘ gebiet bzw. der nach +z gedampften Welle im 


Dampfungsgebiet 


im #-Fall: K,=f¢ bzw. K,= —j #1 ¢, a5) 


im H-Fall: K;= Age bzw. 
Pi 

Die Wurzeln sind fiir positiven Radikanden positiv 
zu nehmen und sollen sonst durch einen im 3. Qua- 
dranten der komplexen z-Ebene von 0 nach oo ver- 
laufenden Verzweigungsschnitt erklirt sein. Fiihrt 
man den Wellenparameter A+ einer nach + 2 fort- 
schreitenden bzw. gedampften Welle ein durch 


At=Vt/VK=I+/K, 
so hat er mit der obigen Wurzeifestsetzung im 


Dampfungsgebiet eine Phasenverschiebung von 
+45° gegen V+ und Jt. 


ere 
Ky=j 7576. (16) 


Ks soll nun als erstes der Fall behandelt werden, 
bei dem die einfallende Welle (Index 0) vom H -Typ, 
die héhere Welle (Index 1) aber vom E-Typ ist. 
Dann ist nach Gl. (12) 719 = 0: 


oe itn =TM, (17) 

Deer ok 

ae gi ey ae (18) 
Differentiation von Gl. (18) und Einsetzen von GI. 
(17) ergibt 

2 ; 

GE tAL+ieTYo=0. (9 


Diese Gleichung ist von der Form 
9 


a 


rsu+f=0 (20) 


27 \2 27 \2 ; 
mit s= f= (+) -|q=| ; fai PaVo. 
(5 (cue 


Sie muB in der komplexen z-Ebene untersucht wer- 

den. Der Ubergang (Bild 2) soll nun noch folgenden 

Bedingungen geniigen: 

1. Es gibt nur eine einzige Stelle (z = 0), an der 
fi = 0 ist. Der Ubergang soll dort eine endliche 


Neigung haben, es sei etwa oa > 0. Dann hat 
z 10 


s beiz = 0 eine einfache Nullstelle. 

2. In der Nahe der Enden des Ubergangs soll sich 
der Querschnitt merklich vom Grenzquerschnitt 
unterscheiden, und neben der Neigung soll auch 
die Kriimmung dort klein sein, dergestalt, daB 
in diesen Gebieten die Ungleichungen 


te ee 
gelten. 


Dann hat die homogene Gl. (20) dort die Nahe- 
rungslésungen 


<|fi| und 


uy=sW4eiv und uw2=—s-V4e-iv (21), (22) 
z@ 
mit w= { stl2dz. (23) 
0 
AuBerdem ist dort 
SEE ae etl ihe (24) 


dz 


In der Nihe von z = 0 ist w ~ 23/2, sl/4 ~ 2-14, yy 
und wz sind also in der komplexen z-Ebene nicht 
eindeutig, sie nehmen auf den beiden Seiten des Ver- 
zweigungsschnitts verschiedene Werte an. Auf der 
positiven Realachse hat wu; den Charakter einer 
riicklaufenden, wg den einer vorlaufenden Welle. 
Fiihrt man auf der negativen Realachse den Ab- 
stand r vom Nullpunkt als Parameter ein, so wird 


rT 
w= —j J V|slar. 


ux steigt dort also mit wachsendem r exponentiell 
an, U2 fallt exponentiell ab. 

Da uw, und uz fiir groBe |z| Naherungslésungen 
der homogenen Gl. (20) sind, erhalt man eine Nahe- 
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rungslosung der inhomogenen Gl. (20) fiir groBe 


|z| in 
z 


z 
lp =u oes [ utae= 


sin [w (z w(t)| 

= — i wa (g f(t)de. 

Diese Funktion ist in der z-Ebene eindeutig, sie hat 
auf beiden Seiten des Verzweigungsschnittes den- 
selben Wert. Ebenfalls eindeutig ist die durch die 
Grenzbedingungen festgelegte gesuchte Losung wu 
der inhomogenen Gl. (20). Die Funktion wu — wy ist 
also ebenfalls eindeutig und fiir groBe z eine Nahe- 
rungslésung der homogenen Gl. (20). Als solche hat 
sie die Naherungsdarstellung 


U— Up & Au, + Buz fir groBe |z| 
(A, B Konstante) . 


Da links eine eindeutige Funktion, rechts aber eine 
mehrdeutige steht, kann die Darstellung mit festem 
A und B nicht in der ganzen Ebene richtig sein. Die 
Konstanten sind vielmehr-in verschiedenen Teilen 
der Ebene verschieden. Dies ist méglich, weil dort, 
wo, wie z. B. auf der negativen reellen Achse, ein 
Summand stark iiberwiegt, der Koeffizient des 
anderen sich andern kann, ohne den Naherungs- 
charakter von (26) zu zerstoren. Die Verhaltnisse 
sind unter dem Namen des Stokesschen Phanomens 
bekannt, eine einfache Darstellung findet sich z. B. 
in dem Artikel von FREEHAFFER tiber Phaseninte- 
grale in [3], 8. 74. Dort wird gezeigt, daB die Koeffi- 
zienten A, und 6B, der riick- und vorlaufenden 


(26) 
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Welle auf der positiven Realachse mit dem Koeffi- 
zienten A_ der dominanten Funktion wu; auf der 
negativen Achse zusammenhangen durch 

J = Ay a jBy 5 also B. -= j (A+ i A_) . (27) 


Die Konstanten A; und A~ ergeben sich aus den 


Grenzbedingungen: 
Fiir z = LZ muB die Welle 1 rein vorlaufend sein. 
Fir z= —J/ muB sie nach riickwarts gedampft 
sein. 

Es muB also nach Gl. (15) 

Vi (LS & gl/2 Vit—D ye “8 1/2 ( 

fats, rane (ZL) und Tice sl/2 (—) 


sein. Aus Gl. (18) folgt dann, daB an beiden Enden 
dIy/dz = —jsl2 Jy 
sein mu}. Setzt man hier die Naherung (26) ein, d.h. 
I) =U = Up + Apu + Bi ug 
in der Nahe des Ausgangs, 


bzw. Ih =u=U,+ A_u + B_ug 
in der Nahe des Eingangs, 
ares 
so ergibt sich Ay = — + | ug f dz (28) 


\ 


0 
, —l : 1 
und A= —4} | mfee=¥ f wofae’ (29) 
0 


0 


Damit wird 
1 


L 
. [ usfde +5 | uz faz’. (30) 


0 0 


B,=j(A;—A-)= 


Am Ausgang ist 


L I 
] 1 
ea = gett) f uifde+ puatly f uafde + 3 o(D) [ aja = (31) 
0 6 0 
L L L 2 z 
rE tel “Vo kT oidz epee 1 Vo —kToidz —if{ bra —if Bide 
= — = ——— ———— fee 
Vint) J & 2V he) Vail) J > 2Va.@) uf 
0 
1 l L G 
l Vo jkTorde’ —{itiar -ifaa (82) 
aa = “—e : 
Voz) J & 28¥8() s 
0 
Fiihrt man noch dic Wellenamplituden der Vorwartswellen ein 
Bo tes 
Ag = Vo RE’ A? (L £ ay 
und die Anregungskoeffizienten nach Gl. (14) 
a kT 1 A Le yee 
Sio = ——— fir <>0 See os B= 0 
2)/BoB1 sul4/ Bo 
so wird schlieBlich Vo 
L f L z L 
—if Bide —if Bidz ~if 6.4 
At(E) =f Ag @)Spaze * + f ag @y(—agdee 8 (ye Mey 
0 ) 
1 1 F (33) 
~J\eildz if 6, 
+ [ Ase) Sh ae’ es e ? 
0 
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Hat die einfallende Welle am Eingang die Amplitude 1, so ist 


=i i By dz 
ae e: e. 
Damit ist Gl. (3) abgeleitet. 

Ist die einfallende Welle vom E-Typ, die angeregte vom H -Typ, so ist 79; = 0. Die Substitutionen 
Voor lo, Vi~n lh, 61 IC, Tix <> — Tj, fahren nicht nur die Differentialgleichungen, sondern auch die 
Grenzbedingungen des vorigen Falles in die des jetzigen tiber. Die Uberlegungen verlaufen genau analog, 
ein Unterschied ergibt sich erst zum Schlu8 bei der Kinfithrung der Anregungskoeffizienten S76. Nach 
Gl. (14) ergibt sich namlich 7 ebenfalls durch die angegebene Substitution, fiir Sjo gilt dagegen das umge- 
kehrte Vorzeichen. In Gl. (33) ist daher der Reflexionskoeffizient — j der riicklaufenden Welle am Grenz- 
querschnitt durch + j zu ersetzen. 

Als nachster Fall werde derjenige betrachtet, bei dem sowohl die einfallende als auch die angeregte Welle 
vom £-Typ sind. Die Differentialgleichungen sind (8) und (9), bei denen aber jetzt beide rechte Seiten von 
Null verschieden sind. Man erhailt wieder Gl. (20), bei der aber jetzt 


a: d 
f=j+ToVot+ oe (710 Vo) (34) 
G Zz 


ist. Die weiteren Uberlegungen bis einschlieBlich Gl. (27) sind wieder dieselben wie oben. Eliminiert man 
aber jetzt in den Grenzbedingungen 


Va _ 8 ap 
— = — sll2 z=—i1,L 
Ty a s ( ? ) 
die GréBe V1 mittels Gl. (9), so ergibt sich, daB an den Enden 
ee = —jsV2 J) — Pip Io 
sein mu. Infolgedessen werden jetzt die Konstanten A;, A_ und B,: 
L ; 
Az=—4 | wofde + wo(L) Tro (L) Lo(L), (35) 
24 2 
aso : 
A= 4 f usfde’ ++ (u2Tr010)|,_ 5 (36) 
0 
7 1 1 
B= [ wafde +5 [ uafde — 5 u2(L) ToL) folL) + 5 (HT lo)|,_ (37) 
0 6 
Damit wird jetzt : : 
] 1 
I, (L) — —— Fue (L) [Jute —— DA) (L) T 10 (L) Io w| + 9 UD) (L) / ug f dz —=W9, (L) T 10 (L) Io | a 
y 0 


1 (38) 
si 5M (| f uate’ + ue Tole}. 
0 


i i th Einfii ks fir d der Wellenamplituden in eine 
Dies entspricht Gl. (31) und kann durch Einfiihren des Ausdrucks fiir f un (i le 
der Gi. (32) bzw. a entsprechende Form gebracht werden. Kine Umformung der Integrale laBt die Ahn- 
lichkeit mit Gl. (33) noch besser hervortreten. Es ist 


also 


Sh, L 
1 Pu 
=—j f stu toPoa + f |e Tol+ o> Ti0 1 dz — u1 (L) T10 (L) Lo (L) = 
—— Zz S 
é 6 (39) 


lk 
= —j [oem Tro lode +2 |/-= GL) 


0 
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mit 2\/Ec, (L) -| ls (u1 T'10 Lo) + Et. ui T10 1] dz — uy (LZ) T10 (L) Lo (LZ) 
C dz 4 5 
5 (40) 
a tomed Mek de T19(L) 
10 oe aa § 10 = 10 fh 
bzw. . Gy(L) ={le (w 2 Bo Ao Pop 2\/Bo Aj la uy, (L) ————— 2)/Bo(E NNTapS (L), 


wobei die Amplitude der einfallenden Welle Ay’ = Jo VBoé/ /k eingefiihrt wurde. G(Z) ist ein von der Um- 
gebung von z = 0 herriihrender Beitrag, er andert sich in der Nahe der Enden nur sae wenig. Liegen 


< |sl/2| ist, so ist 


1 
naimlich L und L' < L in geniigender Entfernung vom Grenzquerschnitt, so daB ri 


+ L 
k Ib 
2|/ Eta —aun= | ¢< mt tore 
ie 


klein gegen den Beitrag des ersten Summanden in Gl. (39), 


L 
—j f stu T19 Io dz. 
i 


Ebenso wird 
ih # 


d(Ti9L 
fu P01) az — ua(L) Tro b) Toll) =i { oP us ProTode +2 La rae (41) 
. b 
r d 
T 10 Les Tio tere T10(L) 
a= {|e (™ ar)tgse sya ae |e L ee A a 42 
ac > Bo 6 Tee OV Bo 0 2) ooh) o (L) (42) 
r 1 
d(Ti9L 
ii oe a dz’ + uz 710 Lo waif tuto tear +2 \/ee ; (43) 
0 os 0 
y 
d T' 10 1 s T 10 T 
as) = [| ar (™ Ai) = = ere = eA ; 
ae 21/Bo 0 dee OV Bo 0 "2 VB e 0 Rat (44) 
Damit wird 
ig i 
SAUL ie) Vo kT 01 Bi T 10 Vo jkTo1 jfiT1 
a= fa(§ re a Pte Pi * ae 
b i (45) 
1 
Vo jkT js 
ip ee °) de! jar +|/4 [— iG: (L) + @2(L) + Ga). 
0 


ein und die Anregungskoeffizienten nach Gl. (14) 


5-1 Rrws [Bird] we ane 


1/. Vo _ ol 
Si = ns eneestn fiir Az Ws 


0 


ae 
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so wird schlieBlich 

ie t " : : 

Bek ~if b 2 
aah) = | Ate) 8% dee ‘ + f Ade) (— Sa) oni ag . Pe 
‘ 1 l ‘ (46) 
L 
— f \B|dz’ —3 f B,42 > f 
, el , 2 rs 3 ay By dz 
+ [ 4b @rsioae'e e+ [5D +@2(L) +@s]e 


G1, G2 und Gg sind in den Gl. (40), (42) und (44) erklart. 


Sind schlieBlich sowohl die einfallende als auch die angeregte Welle vom H -Typ, so fiihren wieder die 


Substitutionen Vo Jp, View 1, C4 IC, Tipo — 


Ty; die Differentialgleichungen und Grenzbedin- 


gungen des vorigen Problems in die des jetzigen tiber. Statt Gl. (45) erhalt man 


Aaa ; 
Aedh Oa gare Led, ae Pt OL jee 
(Ls =f (10: oie se +09 Soe) dz + [ ws (0: - os are ae nt 
0 0 
l ae oe (47) 
» — J +410 Toe ai ' ae ‘ 
+ f ma(Zo¢ =F? — Vo A) ae + VRE L(y + Ha) + Hs 
i 
L 
: d T rst 4h / 4 
mit A, (L) = — Nes (m1 aa *) 4 Uy ae | dz+i{u AS 
— —— ; 48 
0 iz 2)//Bo + 2) Bo | * 2)/Bo : z=L es 
ye 
si idea bE phe fi if 
a(t) =— | | (ue = 46) gee Ait |e + (va cE Ay 49 
v dz \ 2) Bo ABER VG 2 Bue el me ye 
l 
d T 01 Le v8 q 
pe lI (us <3 Av) a igs Ai |e —(" eee 50 
. dz \ 2) Bo eee 2) Bo AA PES oe 
Fiihrt man die Wellenamplituden 
is Bo Bi (L) 
TES Aleta ape + (L) = : 
g=b|/Z-=Vol/zr At) =r) |/7- 
ein und die Anregungskoeffizienten nach Gl. (14) 
fe : 
wekst 1 Bo . 
si} (| to, = |/ 8 1) fire 2k.) 
l _ gil4 Bo 4} 
si =} (-i VB T 01 j Lie 10) TUT 5 0 
so wird schlieBlich 
L L L z L 
,. —if Pde -jf pide -if B.de 
agi =f Age Spee 2 +f Age)(—Sp)dee * ie! 
0 0 (51) 
1 L L L 
af Bde! —if Bide if pide 
+f Age )Sipdee * +[—jHi(L) + He(L)+ Hae ° 
A : 


mit H;, H2 und H3 nach Gl. (48) bis (50). 


In der obigen Theorie sind die Verluste vernachlassigt worden. Sie ist daher auf Ubergiinge extrem 


geringer Neigung nicht direkt anwendbar. 
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H. G. JUNGMEISTER: MESSUNG DER FREQUENZSPEKTRA VON IMPULSEN 


Uber die Verwendbarkeit aktiver Filter 


zur Messung der Frequenzspektra von Impulsen 
Von Hans G. JUNGMEISTER 


Mitteilung aus dem Elektrophysikalischen Institut der Technischen Hochschule Minchen 
(A.E.U. 14 [1960], 432—434; eingegangen am 23. Juli 1960) 
DK 621.372.57 : 621.317.726 


Fiir das Verfahren, die Frequenzspektra von Impulsen durch ein System verschieden ab- 
gestimmter LC-Resonanzkreise endlicher Giite unmittelbar zu_messen, wurde von G. SEEGER 
und H.G. SraBLErn eine quantitative Fehlerabschatzung und Diskussion durchgefiihrt. LC- 
Resonanzkreise konnen jedoch fiir sehr niedrige Frequenzen nicht mehr mit ausreichenden Giite- 
werten hergestellt werden. Mit sogenannten ,,aktiven Filtern“, die kreisahnliche Eigenschaften 
besitzen, lassen sich aber auch bei niedrigsten Frequenzen relativ hohe Giitefaktoren erreichen. 
Es wird gezeigt, da sich aktive Filter (Verstarker mit Doppel-T-RC-Netzwerken im Gegen- 
kopplungskanal) an Stelle von LC-Resonanzkreisen fiir Frequenzanalysatoren einsetzen lassen. 
Die hier erhaltenen Formeln werden mit den Ergebnissen yon SEEGER und STABLEIN verglichen, 
wobei sich zeigt, daf die maBgeblichen Ausdriicke vollig gleich aufgebaut sind; die Fehlerabschat- 
zung von SEEGER und STABLEIN kann daher unverandert auf die aktiven Filter tibertragen werden. 


G. Spncer and H. G. STABLEIN carried through a quantitative error assessment and discussion 
concerning the method of directly measuring the frequency spectra of pulses by a set of different- 
ly tuned L-C circuits of finite Q. For very low frequencies, however, L-C circuits can no longer be 
realized with adequate @-values. So-called “active filters’, which present properties similar to 
those of a tuned circuit, allow relatively high Q-values to be attained even at the lowest frequen- 
cies, however. It is shown that active filters (amplifiers with double-T type &-C networks in the 
degenerative path) can be used on frequency analyzers instead of L-C circuits. The related for- 
mulas are compared with the results obtained by SEEGER and STABLEIN; it turns out that the 
essential terms are of fully equal make-up; the error assessment as devised by SEEGER and STAB- 
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LEIN can thus be transferred to the active filters without modification. 


1. Einleitung 


Zur Messung der Frequenzspektra von Impulsen 
endlicher Dauer wird haufig ein System von LC- 
Resonanzkreisen, die verschieden abgestimmt sind, 
benutzt. Dieses Verfahren ist jedoch nur brauchbar, 
wenn die niedrigste Spektralfrequenz des zu analy- 
sierenden Impulses eine gewisse, durch die Kreis- 
giite bestimmte Grenze nicht unterschreitet. LC- 
Kreise fiir sehr niedrige Frequenzen haben bekannt- 
lich nur sehr geringe Giiten; von der Kreisgiite hangt 
aber die Genauigkeit ab, mit der das Spektrum re- 
produziert wird. Es gibt also eine Frequenzgrenze, 
unterhalb deren das MeBergebnis unbrauchbar wird. 
Diese Grenze sowie der auftretende MeBfehler fiir 
jede Spektralfrequenz und Kreisgiite lassen sich mit 
Hilfe der in [1] durchgefiihrten Fehlerabschatzung 
fiir LC-Parallelresonanzkreise ermitteln. 

Besteht nun aber die Aufgabe, niederfrequente 
Spektralanteile von Impulsen zu messen, die sich 
durch LC-Kreise nicht mehr erfassen lassen, so muB 
man auf elektronische Filter zuriickgreifen, die 
kreisahnliche Frequenzcharakteristiken besitzen. 
Solche ,,aktive Filter‘ konnen aber nur dann sinn- 
voll eingesetzt werden, wenn sich wie bei LO-Kreisen 
eine Fehlerabschaétzung durchfiihren lat. Die vor- 
liegende Arbeit zeigt nun, dafB aktive Filter, die aus 
Verstarkern mit Doppel-T-RC-Filtern im Gegen- 
kopplungskanal bestehen, in ihrem Verhalten gegen- 
tiber Impulsen eine so weitgehende Analogie zu LC- 
Parallelresonanzkreisen zeigen, da die in [1] ge- 
brachte Diskussion und Fehlerabschatzung ohne 
weiteres tibernommen werden kann. Man kann also 
einen Frequenzanalysator ohne weiteres fiir LO- 


Kreise dimensionieren und nachtraglich die Kreise, 
die sich nicht mehr mit ausreichender Giite her- 
stellen lassen, durch aktive Filter ersetzen. 


2. Die Ermittlung des Impulsverhaltens von LC- 
Kreisen 

Um dem Leser die Ubersicht zu erleichtern, seien 
zunachst die wichtigsten Gedankengange von [1] 
wiederholt, die zur Ermittlung des Impulsverhal- 
tens von LC-Kreisen fiihrten. 

Der zu analysierende Impuls kann beliebige Form 
haben, sei jedoch von endlicher Dauer. Der zeit- 
liche Verlauf des Impulses sei allgemein gegeben 
durch 
{ Ofiir#<Oundt>T 


 ¢() fiir 0 = Fae m= 4A) 


Dieser Impuls werde als eingepragter Strom auf 
einen Parallelresonanzkreis, bestehend aus R, L und 


C) gegeben. Das Frequenzspektrum des Impulses 
lautet 


i(t) =. 


T 
Ho) = 5 | heiorar. (2) 
0 


Die spektrale Verteilung der Spannung am Kreis ist 
gegeben durch 


U(w) = I(@)-Z(a), (3) 
wobei der frequenzabhingige komplexe Kreiswider- 
stand Z(w) gegeben ist durch 
] —jo 


Z = 
2 C (w — @1)(@ — we) ’ (4) 
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worln 01 = ja/2+ on, @2 = ja/2 — on, 
peice 2 1 
On= Ow — |~— = >= 
E oo |/ (5%) » @0 /LC 
und a Le 
RG Q 


Es mu8 nun der zeitliche Verlauf der Spannung am 
Kreis, w(t), die als Antwort auf den Impuls #(¢) auf- 
tritt, ermittelt werden. Man kann sich zu diesem 
Zweck den Stromimpuls f(t) aus einer unendlichen 
Folge unendlich schmaler Impulse zusammen- 
gesetzt denken und dann die Antworten des Kreises 
auf alle diese Impulse iiberlagern. Die Antwort des 
Kreises auf einen solchen schmalen Impuls mit dem 
Spektrum AF (@) ist dann 


Au = [ AF (w)Z(w)ei?tdw = 


es f(x) Ax @mei®% ejat 4 
a 2njC 3) (@ — 1) (@ — @2) LN) 


darin ist f(x) die Héhe eines schmalen Rechteck- 
impulses im Intervall ¢ = z bis t = 2 + Az. Nach 
Auswertung des Integrals bildet man den Limes 
Az — dx, wodurch Au —> du geht. Durch Integra- 
tion tiber alle du ergibt sich die gesamte Antwort 
u(t) auf den Impuls 7 (ft): 


1 e—atl2 oi 4 i 


ORC 


2 


w(t) == 


2 (5) 
-VA?2+ B?sin(@nt+ q+ f) 
firt > 7. 

Darin bedeuten 


BP=arctana/2m~, gy =arctan A/B, 


T 
A = | f(a) e*#l? cos wp xdz, 
6 


LT 
B= | f(x) e*? sin opxdz. 
6 


Die Amplitude der durch Gl. (5) dargestellten 
Schwingung wird wesentlich bestimmt durch den 
Ausdruck |) A? + B?. Dieser reprasentiert bis auf 
einen konstanten Faktor das Frequenzspektrum 
eines Impulses, der sich von dem eingespeisten Im- 
puls nur durch den exponentiellen Faktor e%*/” 
unterscheidet, was auf eine Auswirkung der end- 
lichen Kreisgiite bzw. Dampfung zuriickzufiihren 
ist. 

Gl. (5) dient in [1] als Ausgangspunkt fiir die Dis- 
kussion und Fehlerabschaétzung: Wenn es also ge- 
lingt, fiir die aktiven Filter eine analog aufgebaute 
Gleichung aufzustellen, so kann die Fehlerabschat- 
zung unverandert iibernommen werden. 


3. Das aktive Filter 


Eine Frequenzcharakteristik, die, ahnlich wie 
beim LC-Parallelresonanzkreis, fiir eine einzelne 
Frequenz eine scharfe Spitze (minimale Dampfung) 
aufweist, kann man auch erhalten, wenn man in den 


ER 2 La ae 
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Gegenkopplungskanal eines Verstiirkers ein Netz- 
werk einfiigt, das fiir eine einzelne Frequenz ein 
Dampfungsmaximum besitzt, also eine Frequenz- 
sperre darstellt. Da das Filter fiir sehr niedrige Fre- 
quenzen geeignet sein soll, darf es keine Induktivi- 
taten enthalten. Fiir die Praxis hat sich am zweck- 
mafigsten das Doppel-T-RC-Netzwerk als Gegen- 
kopplungsglied erwiesen, das in Bild 1 dargestellt 


C3 
Bild 1. Doppel-T-RC-Vierpol; Ua/Ue = «. 


ist. Dabei sind folgende Dimensionierungsbedingun- 
gen einzuhalten: 
rire 
raat, Gj, 
ace aee "tn 0 

Wo = 27fo ist die gewiinschte Resonanz- oder 
DurchlaBfrequenz. 7; und re sind frei wahlbar, ihr 
Verhaltnis beeinfluBt jedoch die Giite. Im folgenden 
wird mit dem Symmetriema8 a gerechnet, das ge- 
geben ist durch 


iy == MY, BE 


2 

m+ re 
Beziiglich des Verstiarkers wird nur vorausgesetzt, 
daB sein Frequenzgang im Niederfrequenzbereich 
geradlinig, seine Phasendrehung in diesem Bereich 
180° und seine Stabilitat gegen Selbsterregung auch 
bei 100°%iger Gegenkopplung fiir alle Frequenzen 
gewabrleistet ist. Das Blockschaltbild des Gesamt- 
filters zeigt Bild 2. Die Konstruktion und Dimensio- 
nierung derartiger Filter wurde bereits in verschie- 
denen Arbeiten ausfihrlich beschrieben [2], [3], [4], 
so daB hier darauf verzichtet werden kann. Ks sei 
nur bemerkt, daB vom Verfasser solche Filter mit 
Giiten bis zu 200 aufge- 
baut und auch in Fre- 
quenzanalysatoren ein- 
gesetzt wurden. 


a 


Bild 2. Blockschaltbild des 
aktiven Filters; U2/U; =@. Ur o 


4. Die Ermittlung des Impulsverhaltens von aktiven 
Filtern, die Doppel-T-RC-Netzwerke im Gegenkopp- 
lungskanal enthalten 


Die LC-Resonanzkreise, die ja ihrer Natur nach 
Zweipole sind, werden am zweckmaBigsten mit ein- 
gepragtem Strom betrieben. Die aktiven Filter da- 
gegen, die echte Vierpole und ihrer Natur nach 
Spannungsverstarker sind, werden zweckmabiger 
mit eingepragter Spannung betrieben, d.h., ihre 
Eingange werden parallel geschaltet und aus einer 
Quelle kleinen Innenwiderstandes (z. B. Kathoden- 
folgestufe) gespeist. 

Die Gleichungen, die in [1] zur Gewinnung des 
Filterverhaltens aufgestellt wurden, miissen deshalb 
sinngem4B umgewandelt werden. Der zeitliche Ver- 
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lauf des zu analysierenden Impulses sei infolge- 
dessen gegeben als 
0 fir?=<0 und t>T7 


= 6 
tear eee qT. oy 
Das Frequenzspektrum lautet 
Teen ; 
Ue(w) = 5— | f(t)eio'de. (7) 


Die spektrale Verteilung der Spannung am Ausgang 
eines Filters ist gegeben durch 

U (w) = Ue(w) G(o), (8) 
dabei ist G(w) der Spannungsiibertragungsfaktor 
des Gesamtfilters, der sich durch Einsetzen des 
Spannungsiibertragungsfaktors ¢ des passiven Dop- 
pel-T-Netzwerks in die Gegenkopplungsgleichung 


= pele (9) 

lt+eV 
ergibt. V ist darin die Verstarkung ohne Gegen- 
kopplung, aber mit einem AbschluBwiderstand, der 
der Belastung durch das Gegenkopplungsnetzwerk 
entspricht. Mit 


G 


we — we 


ec 5 (10) 
coy — @? + j= @ wo 
ergibt sich somit 
elas Vi (w— @a)(@ — wp) (11) 
V +1 (w — @,¢)(@ — @a) 
1 1\2 
mit Wa = jo (2 oe VQ) ae i) (Lla) 
1 Ceo 
on=ion(2 y/(3 i). (11b) 
a a1 \® 
Me =j> + 0 y-() , Cilia) 
esi ue a1 \* q 
OH Ean Rare ia operas (11d) 
20 ane Wo 
Cire oes Fah Om (lle) 


Die Pole we und wg der Ubertragungsfunktion G (c) 
gleichen weitgehend den Polen @; und we der Im- 
pedanzfunktion Z(w) des LC-Kreises. Hierin ist 
auch der Grund fiir das gleichartige Verhalten der 
LC-Kreise und der aktiven Filter zu sehen. 
Wendet man das gleiche Verfahren wie in [1] an, 
in dem man sich den (Spannungs-)Impuls f(t) aus 
einer unendlichen Folge unendlich schmaler Recht- 
eckimpulse zusammengesetzt denkt, so erhalt man 
wieder 


AB (0) = =f (0) 0-3" Ax 


als Spektrum eines solchen Impulses (Az sehr klein!). 
Ks gibt sich dann 


_ f(a)Auv p io (t—2) (O— @1) (w@— we) 
anid 5 rps | Cerise. 
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woraus man schlieBlich als gesamte Antwort wu (¢) auf 
den Spannungsimpuls we (¢) erhalt: 
2 V2 


1) yaaa 


en mtl2 x 


(12) 


ao ay re nce ak eee 
x ci + (3) Vat + Bisin(ort + 1+ Ba 


iene, Ss 7) 
mit 
gi = arctan 4,/B,, pi= arctan «1/2 wr, 
T 
A, = | f(z) e% 2/2 cos wp x dx , 
0 
T 
By = f f(a)e%#? sin opxdz, 
6 
= ma Or =O 1-( i 
ote ( Vent Z . 2 wW0 


Aus dem gleichartigen Aufbau der Gl. (12) und (5) 
erkennt man die Analogie zu den LC-Resonanz- 
kreisen. Der einzige Unterschied besteht darin, daB 
an Stelle des Faktors 1/wz~C bei den LC-Kreisen, 
der die Dimension eines Widerstandes hat, der di- 
mensionslose Faktor 
2 V2 
(V+ 1) Va2(V+ 1)?—1 

steht, da es sich hier um die Eingabe von Spannungs- 
impulsen handelt. Fiir entsprechend hohe Werte der 
Verstarkung V (und damit der Giite Q) vereinfacht 
sich obiger Faktor zu 2/a; d.h., die angezeigte 
Spektralamplitude ist von der Verstaérkung prak- 
tisch unabhangig, was im Hinblick auf Verstar- 
kungsanderungen durch Spannungsschwankungen, 
Rohrenalterung usw. fiir die MeBgenauigkeit sehr 
wichtig ist. 

Eine weitere Diskussion eriibrigt sich, da auf 
Grund der Analogie der Gl. (12) und (5) die in [1] 
fiir die LC-Kreise durchgefiihrte Diskussion und 
Fehlerabschaétzung ohne weiteres auf die aktiven 
Filter tibertragen werden kann. Es sei lediglich be- 
merkt, daB an Stelle der Forderung nach gleichem 
C bei allen Kreisen fiir spektral richtige Anzeige hier 
eine andere tritt: Man muB die einzelnen Filter mit 
Ausgangsspannungsteilern versehen, deren Span- 
nungsiibertragungsfaktoren i die Bedingung wii 
= const erfiillen (gleiches a vorausgesetzt). 

Die aktiven Filter, die Doppel-T-RC-Netzwerke 
im Gegenkopplungskanal benutzen, sind also 
grundsatzlich zur Verwendung in Frequenzanalysa- 
toren als Ersatz fiir LC-Resonanzkreise geeignet. 
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Berechnung der Mischvorgiinge in Transistorstufen 
bei niedrigen Frequenzen auf Grund des Ersatzschaltbildes 


Von JAkos S. VoGet und Max J. O. Srrurr 


Mitteilung aus dem Institut fiir hohere Elektrotechnik der Eidgenéssischen 
Technischen Hochschule Ziirich 


(A.B.U, 14 [1960], 435—440; eingegangen am 20. Juli 1960) 
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Mit Hilfe einer zweckmaBigen Approximation der Eingangs- bzw. Ubertragungscharakteristik 
des Transistors durch eine Summe von Exponentialfunktionen kénnen die Mischvorginge und die 
bei der Mischung auftretenden Verzerrungserscheinungen, wie Modulationsverzerrung, Modula- 
tionssteigerung, Kreuzmodulation und Pfeifténe, einfach bestimmt werden. 

Die Berechnungen erfolgen fiir das Niederfrequenzgebiet fiir beliebige Lastwiderstinde und 
Zuleitungswiderstande im Basiskreis bei beliebig groBen (erlaubten) Eingangssignalen. 

Die Berechnungen beruhen dabei auf einer bereits veréffentlichten Arbeit tiber die Verzerrungs- 


effekte bei Transistoren. 


Using an appropriate approximation of the input- and of the transfer-characteristic of the 
transistor by a sum of exponential-functions, mixing-effects and nonlinear distortion effects such 
as modulation rise, distortion of modulation, cross-modulation and whistling notes may be 


evaluated easily. 


The calculations are carried out in the low frequency range for various load resistances and 
lead resistances in the base circuit for input signals varying up to the largest permissible values. 
The calculations are based on an already published paper on nonlinear distortion effects with 


transistors. 
1. Einleitung 


Nachdem in einer ersten Arbeit die Verzerrungs- 
effekte bei Transistoren berechnet wurden [1], soll 
hier die Theorie auf die Mischung [2] mit Transisto- 
ren erweitert werden. Die Berechnungen basieren 
vollstaéndig auf den Entwicklungen in [1] und er- 
fordern die Kenntnis dieser Arbeit. Im folgenden 
Text wird 6fters auf die in [1] vorkommenden For- 
meln Bezug genommen, und um Verwechslungen 
zu vermeiden, erfolgt die Numerierung der hier ver- 
wendeten Gleichungen in Fortsetzung derjenigen 
von [l]. Was die vorkommenden Symbole an- 
belangt, verweisen wir auf die in [1] angefiihrte 
Symbolliste. 

AuBer der eigentlichen Mischung werden hier 
auch die beim Mischvorgang auftretenden Ver- 
zerrungserscheinungen, wie Modulationssteigerung, 
Modulationsverzerrung und Kreuzmodulation, so- 
wie das Entstehen von Pfeiftonen behandelt. 


2. Die Mischung und die dabei auftretenden Ver- 
zerrungen 
Die Spannung uw am Eingang des Transistors setzt 


sich aus der Hilfsoszillatorspannung uw; = U;sin wt 
und der mit der Kreisfrequenz p modulierten Signal- 


spannung U2 = Oo (1 -_ M cos pt) sin mgt zusam- 


pee u= uy + Ue. (70) 
Verwendet man die Abkiirzungen 

uae sil ieeate und CEng Eee Dh) Set 
Ur Ur Uy 


so erhalt man den Collectorstrom wieder nach 
Gl. (39) von [1]. Diesmal interessiert uns jedoch die 


Misch-Kreisfrequenz mz = m1 — we. GI. (39) ver- 
einfacht sich zu 


aed 


= »' 2ai11 (ix) 11 (kizp) cos (@1 — w2)t (71) 
J Gee 41 


vel 


und durch Anwendung von Gl. (11) und (26) zu 


tel ee x4 x8 Ae Sy 

pea s|(B+05 Hots +? pare | is | 
(5 ee: xt Never 2p (1 — wa) (72 

<m as 7 192 16 COS (1 — We) t, (72) 


wobei f, 6, ¢, ... die in [1] bestimmten reduzierten 
Ableitungen der Ubertragungsfunktion ig = f(w) 
sind. 

Toc ist der Collectorgleichstrom im betreffenden 
Arbeitspunkt. Fiir « < 1 genitigt die zweigliedrige 
Entwicklung der Besselschen Funktion J, vollstén- 
dig, der Fehler wird kleiner als 1°%. Auf die Berech- 
nung fiir groBe Werte von & soll im Abschnitt 4 
noch zuriickgekommen werden. 

Aus Gl. (72) ist ersichtlich, daB der Mischstrom 
mit zunehmendem z (Hilfsoszillatorspannung) mo- 
noton wiachst und fiir g*— 0 am groBten wird, da 
alle reduzierten Ableitungen gegen eins streben. 
Dies heiBt jedoch wegen 


rie Loc Ry 
Afeo Un 
Ry, = (Rov + Rg) (1 + 29®), 


pgsl! 
Op = Url Oa se Alen ®) und D = gcc ki, 


mit 


da8 RK und somit auch der Basiszuleitungswider- 
stand Rp» moglichst klein sein sollen. 
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Mit 
3M 3 M3 3 M2 M3 
Be Me alten 2 |(1 3 “=| 4 [3 a Jost + = cos2pt+ cos Spt} (73) 
wird Gl. (72) 
} 2+ 3M? a 
Vel 23 
= 6—> See Re 
Loc <5) [ a all et ( 5 16 
12+ 3M? 
mo: | a cos pt + (74) 
108 M 
+ M2 [0 + ¢— 3 5) 16 [3.0082 1+ + cos 3t)} cos (w1 — we2)t, 
wenn man hier die Entwicklung der Besselschen ee ar: rt a (2) ve ne (80) 


Funktion nach dem 2. Glied abbricht. 
Die Modulationstiefe M; der Grundkreisfrequenz 
wird 


wy Were) + 


oe 12+3M? , 
8 


32 bi 


(75) 


ay, x2 u2\ 2+ 3 M2 
sak l 2 
(+95) +(0+e4 16 @ 
und die Anderung der Modulationstiefe 
(76) 


NG ue 8-3? 
res 32 


sf (p+0%)4 (o+e% a)? Zo 


fiir « < 1 und z?< 1 gilt 
Mi—M 6 2 8 — 3 M2 
Mies 32 ' 
Weiter kann auch die Verzerrung der Modulation 


abgelesen werden. Die Modulationstiefe mit der 
zweifachen Niederfrequenz betragt 


_2\ 3M 
(s+25) ed 


(76") 


2 (77) 
Mia 2 Gay eo Maa 
| 2 
[a+o5)+(a+e5] ioe any 
firz <1 und 2? < 1 gilt 
Moro, «tol ; 
Me Peis lest et) 


Die Modulationstiefe mit der dreifachen Nieder- 
frequenz ist 


Mau Sus? (78) 
M x 2+3M2 .’ 
eA ney) 
[B+05) + (o4+0% 5) - 
fiir x <1 und 22 <1 gilt 
My 39 5 AP 78! 
Maa 6 S24 ie) 


Der Gl. (39) kénnen auch die Harmonischen der 
Misch-Kreisfrequenz 2, = 21 — 2w2 und 3Wz 
= 3@1 — 3@2 enthommen werden: 

n+1 


i 
a = >) 4212 (ki) Ie (k¢2p) cos 2(o1 — wa)t (79) 
0c 4=1 


a de 


402 ee. rove 54 
loc 32 
Fir kleine Werte von x verschwindet die zweite 
Harmonische fiir 6 = 0, d.h. 1 — 8¢ + 6q? = 0. 
Somit erhalt man zwei Nullstellen. Fiir grdBere 
Werte von x sind mehrere Nullstellen vorhanden. 

Bildet man fiir x < 1 aus Gl. (72) und (80) das 
Verhaltnis der Effektivwerte der zweiten und der 
ersten Harmonischen (Grundharmonischen), so er- 
gibt sich 


at) cos 2(w1— @e)t. 


Teg 
Le 


0 @2py 


aa SST. 


Die analoge Rechnung fiir die 3. Harmonische der 
Misch-Kreisfrequenz fiihrt auf 


163 XL Zp us "i 
Toc Se (+08 as Joos (0 we) t. (82) 


Bei der Mischung kann ebenfalls eine Kreuzmodula- 
tion auftreten, wenn auBer dem gewiinschten Signal 
noch ein mit der Kreisfrequenz s moduliertes Stér- 


signal w3 = U3(1 + M, cos st) sin w3t auftritt. Die 
gesamte LEingangs-Wechselspannung wird dann 


= O1sin wt + Uo(1 + M cos pt): 
-sin w2t +03 (1 


(81) 


-+ M, cos st) sin w3t. 


Wir verwenden die ebinenes 


Oy sat U2(1 + M cos pt) 
Cee os Bas 
U3(1 + M; cos st) Yr? Us 
UF == UENO iis, it! | 
und erhalten aus Gl. (16) jetzt 
ic n+1 
Te = pa a; exp (kya sin @ ¢)- 


“exp (kj Zp sin wet) exp (ki ys sin wst). 


Fuhrt man fiir die Exponentialfunktionen wieder 
die Entwicklung nach GI. (7) ein und entnimmt den 
interessierenden Strom der Kreisfrequenz wz = 4 
— We, 8o ergibt sich 
aes (83) 


i = 24h (kei x) Ty (tg 2p) To (ke ys) C08 (1 — co) t 
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und mit Gl. (10), (11) und der Entwicklung 
M? M? 
ye = (( 5) + 2M, cos st ++ st cos 2 
fin 2s <1 : 
tel Ap us M? x y M? y2 M? 
Tec BET Or tot) + (8404 (1 +4) + ee (e4 (1+ A] 
y2M, 5; ca le ies) 
- 5 64 cSt 0 hp) [cosst + yt eos 2] cos 8 (1 — 2) Et. 
Der Kreuzmodulationsgrad wird 
2M; [ 2 xt 
y Ms | ra =) 2 
. 2 8 192 
oar y? _ Us x y? M? x4 y? Te Nils eo 
LE | = ie a 
aed cesar Ge para e)| + ao [e+ OS (14 | 
und fir x <1, y2 <1 gilt 
5 eM Aus Gl. (80) ergibt sich fiir 27 < 1 
Mp a (85’) reuse 
Cate et 39 —.—" U7 83 cos 2(w1 — a) t (80’) 
Vergleicht man nun die Formeln (76’), (77’), (78’), . i 
(81) und (85’), so sieht man, daB fiir « <1 und eras I 9 
z2< 1 bzw. y? < 1 die bei der Mischung auftreten- Re a a (81’) 
1 


den Verzerrungen sehr eng miteinander verkniipft 

sind und sich im wesentlichen durch das Verhalt- 

nis 6/$ ausdriicken lassen. Es geniigt also in diesem 

Fall, einen der Verzerrungseffekte zu messen, um 

die anderen daraus rechnerisch zu bestimmen. 
Fiihren wir die Abkiirzungen 


Toc x x x 
== | a 9 Exacta ie 6 
oe Ge (Be+ 35 tS T95 + gore Co. 
Toc a3 x } 
= a sere 87 
Ss He (der 0S + Osos + ) (37) 
ate x \ 
en ea mene 88 
ein und bezeichnen wir Sj, 83, S5,... als ,,modifi- 


zierte Steilheiten‘‘, so lassen sich die friiher gerech- 
neten Formeln (76), (77), (78) und (85) fiir z7< 1 
bzw. y? < 1 umschreiben: 


MoU S328 — 3.2 


at 2 Thy” 
M Sie Ga ie 
M Si 16 
* 2 
He coda Maddy (78”) 
M Si 32 
S3 2 Ms a 
Ss yt =, 85 
Mx a 5 (85") 
Gl. (72) wird dann zu 
tel i \ ts S 2p » < 
Se a(t FA 5799 | 
* COS (@1 — «e2) te (72°) 


Der Mischstrom 1a8t sich also direkt mittels der mo- 
difizierten Steilheiten darstellen. 


, 


Der Vergleich von Gl. (76), (77), (78'"), (85’’) 
und (81’) zeigt, daB die Verzerrungen sich fiir groBe 
Werte von x durch die modifizierten Steilheiten S3 
und S; ausdriicken lassen. 

Die hier gefundenen Ergebnisse fiir Transistoren 
sind denjenigen, wie sie fiir Verzerrungen bei Roéh- 
ren hergeleitet wurden [3], [4], [5], sehr ahnlich. 


3. Das Entstehen von Pfeifténen 


Durch die Uberlagerung von Oberwellen kénnen 
Storungen des Mischvorganges entstehen, die als 
,,Pfeiftone‘‘ bezeichnet werden [5]. 


«) Auch wenn am Eingang nur das Nutzsignal 
und das frequenzreine Oszillatorsignal vorhanden 
sind, kann im Collectorstrom auBer dem Mischstrom 
der Kreisfrequenz mz, = 1 — wz ein Signal der 
Kreisfrequenz m, + A vorhanden sein, das vom 
nachsten ZF-Filter durchgelassen wird, wenn | + A | 
< w 2n-5kHz ist. Werden die beiden Signale der 
Kreisfrequenzen w, und w, -+ A nach der ZF-Ver- 
starkerstufe gleichgerichtet, so entsteht dabei ein 
hérbarer Pfeifton der Kreisfrequenz A. 

Kine Kreisfrequenz wm, -—- A kann nun entstehen, 
wenn die Bedingung 


+moitno,=a,+A4 


(89) 
erfiillt ist, wobei m und n positive ganze Zahlen sind. 
Daraus ergeben sich die Beziehungen 

ia 
~ l—m 


Oz, nm—m 
— = 90 
M2 Il + m ’ ( ) 
mit denen sich die Werte wz/az2 fiir beliebige m und 
n tabellieren lassen [5]. 

Ein Zahlenbeispiel soll das Entstehen eines Pfeif- 
tones erlautern. 


Wz 


we 
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Fir m= 1 und n = 2 wird w,/w2 = 1/2. Mit 
(z/27 = 468 kHz und we/27 = 938 kHz wird 
«1/2 = 1406 kHz. Die doppelte Nutzsignalfre- 
quenz mischt nun ebenfalls mit der Hilfsoszillator- 
frequenz 


g O2 _ Sl _9.938— 1406 = 470 kHz. 
PA eS aie 
Es ist also ein Signal entstanden, dessen Frequenz 
sich um 2 kHz von der normalen Zwischenfrequenz 
unterscheidet. Die GréBe des Signals bestimmt sich 
wie die des Nutzsignals aus Gl. (39): 


. n+1 
ae » ay 2 11 (ky x) [2 (ky 2p) sin (2 w2 — w1)#, (91) 
foc = 


und mit Gl. (11), (12) und (26) ergibt sich (92) 
de x3 x5 a : 
— = — ——~ +++) —— 2w2— 01). 
fhe [yee 3 ants) 193 + 8 sin (2 w2— 1) 
6) Weitere Pfeifténe kénnen entstehen, wenn am 
Eingang auBer dem Nutzsignal noch ein einziges 
oder mehrere Stérsignale vorhanden sind oder wenn 
der Hilfsoszillator keine frequenzreine Spannung 
liefert. Die Bedingung fiir das Entstehen der Pfeif- 
tone lautet dann 


+mo,+m02+n203 ++: =a@,+A, (93) 


wobei w3, w4,... die Kreisfrequenzen der Stor- 
signale darstellen und m, 1, 2, ... positive ganze 
Zahlen sind. 


4. Die Mischsteilheit bei groBen Signalamplituden 


Gehen wir nun nochmals auf Gl. (72) zuriick, so 
schreibt sich die Mischsteilheit S,, fiir ae <1 
Sy 
Riches spe 
ho (94) 


= 0c x3 x a" 
[ae +05 +5 193 +” gare ): 


“aie 


Fiir einen Transistor OC 45 mit den charakteristi- 
schen Daten 


Ryn = 75Q, ateo = 50, Joe = 16,5- 108 Tog pA/V, 


wobei Joc in Ampére einzusetzen ist, zeigt Bild 1 

die Mischsteilheit S,, fiir verschiedene Aussteuerun- 

gen 

are 

als Funktion des Gleichstrom-Arbeitspunktes (Joc). 

Der reelle Lastwiderstand R; wird zu 0 Q bzw. 

1,75 kQ angenommen, was mit ® = gee R; auf D = 0 

und & = 28,9 Jog fiihrt. Der Wert von q wird 
_ Fo’ Loc 


x0 


nek Uae 57,8 Ioc, wobei Iog in Ampere ein- 


zusetzen ist. Fiir R; = 1,75 kQ ergibt sich gerade 
® = q/2. Der Generatorinnenwiderstand wird zu 
Rg = 0 angenommen. Aus Bild 1 ist ersichtlich, da8 
die Mischsteilheit ein Maximum besitzt, dessen Wert 
mit steigendem A; abnimmt und sich zugleich nach 
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kleineren Werten von Joc verschiebt. Fiir Werte 
von x > 3 wird die Auswertung von Gl. (94) bereits 
ungenau, da die Reihe schlecht konvergiert. 

Will man die Berechnung fiir gréBere Werte von 
R, durchfithren, so ist die Bedingung ® < 1 nicht 
mehr erfiillt und die approximative Integration von 
Gl. (53) in [1], auf der obige Rechnung basiert, 
nicht mehr erlaubt. Die Stromabhangigkeit von 
muB im Integral beriicksichtigt werden. Die Rech- 


8 mA 


Bild 1. Die Mischsteilheit Sp als Funktion des Collector- 
gleichstromes mit 2p und #; als Parameter; 


OSes al hse 
Ur  UOp(l+ 9)’ 


Ri = 1,715kQ, © = 28:9 Too. 


nung und die daraus folgenden Ergebnisse fiir groBe 
Werte von #; sollen jedoch an anderer Stelle publi- 
ziert werden. Ist in Serie zu Rpp; ein Widerstand R, 
von z. B. 100 Q vorhanden, so nimmt die Mischsteil- 
heit sehr stark ab. In Bild 2 sind die Steilheitskurven 
fiir verschiedene Werte von 2 fiir Rp = Rpp- = 75 Q 
sowie Rp = Ryn + Fz = 7504 1000 = 175Q bei 
Rk, = 0 aufgetragen. Man sieht daraus, daB Tran- 
sistoren in Mischstufen also unbedingt kleine Basis- 
zuleitungswiderstande besitzen sollten. 


80 1=2, Ry=75Q 
| 
| x=3, Ry=1750 
Sm 
40 
(0) 
0 2 4 6 8 mA 
Camm 


Bild 2. Die Mischsteilheit Sm als Funktion des Collector- 
gleichstromes mit « und Ry als Parameter; 


a =a = 04/Ur. 


Die Kurven der Bilder 1 und 2 sind nun aber nur 
von theoretischem Interesse, da sie nichts dariiber 
aussagen, welche Aussteuerungen a bei verschiede- 
nen Arbeitspunkten und Betriebsbedingungen er- 
laubt sind. Meistens wird fiir einen Transistor ein 
maximaler Collectorstrom ic max vorgeschrieben und 
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die Spannung des Hilfsoszillators (und somit a) ge- 
rade so gewahlt, daB dieser Wert erreicht, aber nicht 
tberschritten wird. Wahlt man beispielsweise fiir 
einen Transistor OC 45 igmax = 5mA, so lassen 
sich fiir jeden Arbeitspunkt (Joc) der Wert x und 
somit die. Mischsteilheit bestimmen. Das Vorgehen 
ist dabei das folgende: 

Fiir einen beliebigen Wert von qj berechnet sich 
Toc. aus 

«  Ryloc 1420 


4 ereoUr 1+ 6 ee) 


+%eUr 14+ @ 
Reel elo 


AL loci = 4 (96) 


Bezeichnet man das zu Io¢ = icmax gehdrende g* 
. * . . . 

Mit gnax » 80 ergibt sich die erlaubte Aussteuerung x1 

zu 


tc x * * 
z=In ai (Qmax = 953 (97) 
0C1 
wie aus der in [1] hergeleiteten Formel (57) 
he cas 
Cc Xfed ~ 
Jee Ee : 87 
Tec P Ue (57) 


leicht abgeleitet werden kann. 

Mit Gl. (94) und den in [1] berechneten und gra- 
phisch aufgetragenen reduzierten Ableitungen er- 
halt man nun die gesuchte Mischsteilheit Sy. 


© 364 2 Sar 0s 0 
<t— «(fiir Kurven a und b) 
Bild 3. Die Mischsteilheit Sm bei optimaler Aussteuerung 
bei einem maximalen Collectorstrom ig max = 5mA; 
eee 
Gg 7 Up(1l + D) 
Kurve a: Ry = 750, Ry: =0, O=0, 
Kurve b: Rp == 75) oO: Ry _ Lb kQ, PD 28,9 Toc, 
Kurve c: Rp = 7502+ 1000, k; =0, B= 0. 


ro = 


In Bild 3 sind die Steilheitskurven als Funktion 
von Ic fiir drei verschiedene Betriebsbedingungen 
aufgetragen. Die Mischsteilheit durchlauft dabei ein 
Maximum in der Nahe von Joop = 1 mA, dessen 
Wert sich mit steigendem Rp und RF; verringert und 
zugleich nach kleineren Werten von [oc verschiebt. 

Die Auswertung von Gl. (94) ist wegen der hohen 
Potenzen von x ziemlich zeitraubend. Es besteht 
aber die Moglichkeit, eine gute Approximation ein- 
zufiihren. 

Die von uns gewahlte Annaherung der Uber- 
tragungsfunktion ic/Ioc = f(x) mittels Exponen- 
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tialfunktionen li8t sich auch als Taylor-Reihe um- 
schreiben : 


ic 2 ae) aoe 
em ae Son at laa 
x Se x6 ue x8 
E | Sie 
 & 7959 + Saag +" 5049 +P apga0 +: 8) 


Wollen wir beispielsweise dieses Polynom Ps (x) 
vom 8. Grad in # durch ein anderes Polynom P; (a) 
vom 7. Grad in a annahern, so entwickeln wir Pg (x) 
zuerst nach T'schebyscheffschen Polynomen (,,Tele- 
scoping‘) [6], [7]. Die beste Approximation (im Sin- 
ne der sogenannten Banach-Metrik) eines Polynoms 
n-ten Grades P, (x) durch ein Polynom (n — 1)-ten 
Grades Py (#) entsteht, wenn man in der Tscheby- 
scheffschen Entwicklung von P, (a) das letzte Glied 
weglaBt. Auf diese Weise erhalten wir nun aus 
Gl. (86) ein Polynom 7. Grades P7(x) und auf glei- 
che Art kann dieses weiter auf P(x) und letzteres 
auf P5(v) reduziert werden. 

Wir wollen die Rechnung hier nicht weiter aus- 
fiihren, sondern nur das Ergebnis anschreiben, das 
im Gebiet —4 <x + 4 gilt: 


8 4 


Wie man sieht, sind die Klammerausdriicke 
8 4 
f price ae a| 
usw. an Stelle der Koeffizienten 1, «, 8, y usw. ge- 
treten. Letztere kénnen nun im Ausdruck (94) fiir 


die Mischsteilheit einfach durch die Klammeraus- 
driicke ersetzt werden, und es ergibt sich 


Toc 2 64 
Fall bpsOle 


4 4 
+(84+56+ 75 9) 


Sim — 


8 . 
Dies ist nur noch ein Polynom 3. Grades in « und 
liefert im Gebiet 1,25 < x < 4 eine gute Annahe- 


rung fiir die Mischsteilheit. Fiir « < 1,25 geniigen 
die beiden ersten Terme von Gl. (94) 


, dh 0c x3 

Sm = 50% (Be +O si: 

In Bild 4 sind die nach Gl. (94) und (100) gerech- 
neten Steilheitskurven fiir Ry = 75 Q und R; = 0 
vergleichsweise aufgetragen. Man sieht, daB die 
Ubereinstimmung fiir 1,25 < « < 3,64 gut ist. Vor- 
teilhaft ist die angeniherte Berechnungsweise dann, 
wenn mehrere Kurven zu bestimmen sind und die 
Stiitzwerte q* immer gleich gewahlt werden, so daB 
die Klammerausdriicke nur einmal zu rechnen sind. 


(101) 


44.0 


Sm 
0) 1 2 3 (RE eavty 95) 
| ; (OC came = 
eet 1 r 1 
© 364 2 25) i : 05 0) 


Bild 4. Exakte (Kurve a) und approximative Bestimmung 
(Kurve b) der Mischsteilheit bei optimaler Aussteue- 
rung bei einem maximalen Collectorstrom t¢max = 
HamiAN Rp — (oi pO). 


5. Die Mischung iiber zwei Stufen 


Schaltet man zwei Transistorstufen in Kaskade, 
ohne da man dazwischen ein Filter einfiigt, so ist 
es interessant zu beobachten, wie sich der Misch- 
strom verhalt (siehe auch [1]). 

Die der Gl. (72) entsprechende Formel fiir den 
Collectorstrom des zweiten Transistors lautet fiir 
2<l 


409 Lxzp 


The 3 (%2 Ba + Loy B2) os 
+ (%261 + 38loa Bays + 


(102) 
22, 
-- 32 at py V2 + 13 a? 02) - COs (@1 == je)t, 


wobei / = R, Toci/Ut ist. 
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Befindet sich nach dem ersten Transistor ein Fil- 
ter, das auf wz = w1 — m2 abgestimmt ist, so wird 
: 2 
te2 lLxzp w oF. t 
= oe B1 + (x2 61) =| CoS (@1 — W2)t. 
LT; 0C2 2 8 ( 103) 
Der Mischstrom ist also kleiner, man erhalt nur die 
in Gl. (102) unterstrichenen Glieder. 


6. SchluBbetrachtung 


Mit Hilfe von Besselschen Funktionen ist es ge- 
lungen, den Mischvorgang und die dabei auftreten- 
den Verzerrungserscheinungen bei tiefen Frequen- 
zen zu bestimmen. Fiir hdhere Frequenzen muB von 
Gl. (68) in [1] ausgegangen werden. 

Zusammen mit Messungen bei verschiedenen Fre- 
quenzen (siehe auch [8]) soll die Erweiterung auf 
hohere Frequenzen in einer folgenden Arbeit publi- 


ziert werden. 
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bourg Verlag, Miinchen 1959, 274 Seiten, 152 Bilder, 
8 Farbtafeln, 16 cm < 24 cm, Ganzleinen DM 26,—. 


Die beste Empfehlung dieses Buches besteht wohl darin, 
da in einem Zeitraum von etwa vier Jahren insgesamt drei 
Auflagen erschienen sind. Die Darstellung setzt sehr wenige 
Vorkenntnisse voraus. Die Bilder, namentlich die farbigen, 
sind sehr schén ausgeftihrt und unterstiitzen den klaren Text 
auf das Beste. Gegenitiber den vorigen Auflagen ist die jetzige 
erheblich erweitert worden. Die behandelten Gegenstinde 
gehen aus folgenden Kapiteliiberschriften hervor: 

1. Vorgeschichte, 

Wirkungsweise, 
Entwicklungsformen, 
Technische Eigenschaften, 
Schaltungen mit Transistoren, 
Formelzeichen und Zahlpfeile, 
Schrifttum, 


Sachverzeichnis. 
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Die Behandlung ist fliissig und beschrankt sich stets auf das 
Wesentliche. Es ist dabei erstaunlich, wieviel auf so wenig 
Seiten behandelt werden konnte. Eine sehr ausfiihrliche 
Schrifttumsliste erlaubt das weitere Eindringen in die einzel- 
nen Gegenstande. Die Formelzeichen sind in einem Verzeich- 
nis am Schluf aufgefiihrt worden. Das Buch bildet fiir jeden 
Benutzer yon Transistoren ein fast unentbehrliches Hilfs- 
mittel. M. Srrourr 


A.K. Jonscher, Principles of semiconductor 
device operation. Verlag G. Bell & Sons Ltd., 
London 1960, VIII, 168Seiten, zahlr. Bilder, 15 cm 
X 22,5 em, Ganzleinen sh 30/—. 


Dieses Buch ist aus einer Vorlesung entstanden. Es ist in 
erster Linie ftir jene bestimmt, welche ein besseres Verstand- 
nis der Vorgange in Halbleiteranwendungen zu erlangen wiin- 
schen. Es handelt sich dabei namentlich um alle Vorginge, 
welche mit dem Tragertransport in Halbleitern zusammen- 
hangen. Die Kapitel sind: 


1. Outline of semiconductor theory. 
2. Non-equilibrium carrier densities. 


3. Transport of excess carrier densities in a homogeneous 
medium. 


4. Theory of p-n-junctions and junction diodes. 
5. Theory of multi-junction structures. 
6. Carrier flow in inhomogeneous media. 


Der Text wird durch deutliche Abbildungen bestens unter- 
sttitzt. Gerade die hier behandelten Transportvorgange, welche 
{tir das Verstindnis der Wirkungsweise von Transistoren 
wesentlich sind, fehlen meistens ganz oder teilweise in ande- 
ren Biichern tiber Halbleiter und Transistoren. Die Behand- 
lung ist fliissig und klar und enthialt alle fiir die genannten 
Vorgange wesentlichen Punkte. Das Buch sei jedem, der tiefer 
in das Verstandnis der Wirkungsweise von Transistoren ein- 
zudringen wiinscht, warmstens empfohlen. Die Vorkenntnisse 
entsprechen etwa den unteren Semestern unserer Hoch- 


schulen. M. Strurr 
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sind nicht ideal, die Nebenabsorptionen, das sind 
Absorptionen der beiden anderen Farbstoffe im Be- 
reich maximaler Absorption des dritten, kénnen 
nicht vernachlissigt werden (Bild 3)!. Wenn also 
der MeBfehler méglichst klein bleiben soll, so ist die 
Dichtemessung nur in einem sehr schmalen Spek- 
tralbereich vorzunehmen und zwar bei der maxi- 
malen Absorption des betreffenden Farbstoffes. Das 
entspricht bei photographischer Umkehrung einem 
Kopieren mit Spektrallichtern. 


9 Gelb Purpur Blaugriin 


400 500 600 700 mu 800 
Bild 3. Absorptionskurven der Negativfarbstoffe. 


Diese Forderung st68t aber andererseits auf 
apparative Schwierigkeiten, denn ein sehr schmaler 
Spektralbereich kann nur durch starke Filterung 
des intensitatsbegrenzten Abtastlichtes erzielt wer- 
den. Dieses und die Tatsache des schmalen Spektral- 
bereiches an sich vermindern den effektiven Licht- 
strom so stark, daB ein Signal der Photozelle in 
deren St6rpegel (Rauschen) verschwinden wiirde. 
Es mu8 daher ein Kompromif8 zwischen mdéglichst 
schmalem Spektralbereich und gutem Signal- 
Rauschverhaltnis geschlossen werden [29]. Das 
elektronische Maskenverfahren, welches dem oben 
erwahnten photographischen Maskenverfahren 
gleicht, gestattet es, die durch Nebenabsorptionen 
bedingten Fehler zu vermindern [16], [22], [24], [31]. 

In jedem der drei MeBkandale treten auBer der zu 
messenden GréBe noch zwei unerwiinschte Werte 
auf, bedingt durch die Nebendichten der anderen 
Farbstoffe. Elektrisch ist das als Ubersprechen 
zwischen den Kandlen zu werten, welches, soweit 
lineare Verhaltnisse vorliegen, mit Hilfe eines Netz- 
werks beseitigt werden kann. Die Koeffizienten 
dieses Matrix-Netzwerkes berechnet man zweck- 
maigerweise aus den gegebenen Sollwerten und den 
gemessenen Werten. 

Zunaichst werden mit Hilfe eines Densitometers, 
dessen spektrale Empfindlichkeit mit der des zu 
verwendenden Abtasters iibereinstimmen muB, die 
Negativdichten von méglichst vielen, unter Normal- 
bedingungen photographierten Testfarben bei den 
drei Absorptionsmaxima gemessen und in y-korri- 
gierte, elektrische Signale R, G und B (rot, grin und 
blau) umgeformt. Weiterhin werden aus den Norm- 
farbwerten der Testfarben und den Wiedergabe- 
primarvalenzen unter Beriicksichtigung der Steuer- 
kennlinie der Wiedergaberohre die Sollwerte Rk’, G’ 
und B’ ermittelt. Dann gilt 


1 Die Absorptionskurven wurden freundlicherweise von 
der Fa. AGFA AG, Leverkusen, zur Verfiigung gestellt. 
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li) == 11 Re 12 G + 13 B ; 
GS a9) Jig te 99 G+ 423 18}, (23) 
iy == A381 Jip, = 432 G+ a33 B. 


Wie oben erwahnt, soll immer die Bedingung fiir 
einwandfreie Unbuntwiedergabe erfiillt sein, d. h., 
sind die drei Signale R, Gund B gleich groB, so muB 
die Maske verschwinden. Damit ergibt sich die 
Nebenbedingung 


ai + ame2+a3=1, 


a2) + 22 + dog = 1, (24) 


a31 + a32 + a33 = 1 

und in Gl. (23) eingesetzt 

R’ — R= ay2(G — R) + ay3(B— R), 

G’ — G = aa (R — G) + ae3(B— G), (25) 

B= B= a31(R ==, B) is a32 (G4 7 183) 
Da Gl. (25) streng nur fiir zwei Farbvalenzen erfiill- 
bar ist, werden Naherungswerte der Koeffizienten 
dix. 1 +k, fiir moéglichst viele Testfarben bestimmt. 

Zur Auswertung von Gl. (25) hat sich ein graphi- 

sches Verfahren bewahrt: Die prozentuale Abwei- 
chung der wirklichen Maskenausgangssignale R’’, 
Gund B” von den Sollwerten R’, G’ und B’ werden 
mit je einem Koeffizienten als Parameter aufgetra- 
gen und die aj; so bestimmt, da die Fehler in allen 
drei Kanalen méglichst klein und vor allem gleich 
sind. Dabei kann zwar die Wiedergabehelligkeit be- 
trachtliche Abweichungen vom Sollwert aufweisen, 
was aber gegentiber Farbfehlern geringere Bedeu- 
tung hat. Die ajz, 1 = k, ergeben sich aus Gl. (24). 
Ein anderes Verfahren zur Bestimmung der 
Maskenkoeffizienten [25] ist hier nicht anwendbar, 
weil dabei die elektronische Maske vor der y-Korrek- 
tur eingeschaltet ist, es also keine Moglichkeit offen 
laBt, die bei einer eventuellen Kompression des 
Filmkontrastes auftretenden Farbverzerrungen aus- 
zugleichen. 


3.2. Die Abtasteinrichtung 

Zur Abtastung der Farbnegative wurde ein 
Lichtpunktabtaster entwickelt, bei dem in tiblicher 
Weise das Abtastlicht nach Passieren des Negativs 
optisch in drei Kanale aufgespalten und Photo- 
vervielfachern zugefiihrt wird. 

Die Anlage arbeitet mit 625 Zeilen und einfachem 
Zeilensprung, Bild 4 zeigt das gesamte Blockschalt- 
bild. (Es ist nur der Griin-Kanal vollstandig ge- 
zeichnet.) 

Die spektralen Empfindlichkeiten der einzelnen 
Kanale werden mit Zusatzfiltern so korrigiert, daB 
ihre Maxima mit denen der Farbstoffabsorptionen 
etwa iibereinstimmen (Bild 5). 

Als Abtastréhre wurde die Réhre RCA 5 AUP 24 
und als Photovervielfacher die Réhren RCA 5819 
fiir den Blaukanal und RCA 6217 fiir den Griin- 
bzw. Rotkanal benutzt. Aus den Spektralfunktionen 
(Bild 6) ist ersichtlich, daB der Rotkanal im Hin- 
blick auf méglichst groBes Signal am meisten be- 
nachteiligt ist, da sowohl die Abtastrohre als auch 
der Photovervielfacher im Rotbereich geringe Strah- 
lung bzw. Empfindlichkeit haben [27]. 


4.4.6 


© Blaukanal 


Grunkanal 


Kaths_,, 
erst 


5 AUP 24 


K. WELLAND: ELEKTRONISCHE UMKEHRUNG VON FARBNEGATIVEN 


A.E.U. Band 14 
[1960], Heft 10 


Bild- 


Zeilen 
kippgerat} |kippgerat 


ZAGNES22 


an 2 


Nachleucht - 
enizerrer y-Korrektur 
BS 
Austast- 
NOS wm eta ee 1 Vee > 
elektronische Endstufe 
cs L. | Maske 


Klemmschaltung 


impuls 


Bild 4. Blockschaltbild der Umkehrungsanlage. 


Bild 5. Spektrale Empfindlichkeit der Kanale. 
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Bild 6. Spektralfunktion der Abtastréhre und der Photo- 
vervielfacher. 


Als Korrekturfilter dienten Kombinationen von 
AGFA-Reprofiltern und Glasfiltern der Fa. Schott 
& Gen. 

Kine Regelung der Dynodenspannungen der Ver- 
vielfacher gestattet eine frequenzunabhangige Re- 
gelung der Kanalempfindlichkeit bei jeweils bestem 
Stdérabstand. 


3.3. Die Wiedergaberdhre und die Ubertragungskandle 
Die Farbwiedergabe erfolgt additiv mit einer 
Farbfernsehréhre RCA 21 CYP 22 (shadow-mask 
tube). Durch die auf ihrem Schirm aufgebrachten 
Phosphore sind die Wiedergabeprimarvalenzen ge- 
geben. [Ihre Normfarbwertanteile sind: 
x1 = 0,670, y1 = 0,330 (Rotkanal), 
xg = 0,210, y2 = 0,710 (Griinkanal), 
x3 = 0,140, y3 = 0,080 (Blaukanal). 


Obwohl die mit diesen Primarvalenzen ermisch- 
baren Farben — sie liegen innerhalb des von ihnen 
in der Farbtafel gebildeten Dreiecks — nicht alle 
vorkommenden Farbvalenzen umfassen, zeigt ein 
Vergleich mit dem Farbumfang der iiblichen Filme 
eine gute Ubereinstimmung [25] (Bild 7). 

Es ist zweckmaBig, zur Berechnung der Signale 
nach Abschnitt 3.1 vom Normvalenzsystem zu 
einem RGB-System iiberzugehen, bei dem die 
Primarvalenzen die Farbvalenzen der Bildréhren- 
phosphore sind. Aus Gl. (26) und der Bedingung, 
daB GleichenergieweiB in beiden Systemen als Be- 
zugsweiB gilt, ergeben sich die Transformations- 
gleichungen (R*, G*, B* wegen vw = Ls 

X = 0,6610 R* + 0,1713 G* + 0,1677 B* , 
Y = 0,3256 R* + 0,5786 G* + 0,0965 B*, (27) 
Z = 0,0000 R* + 0,0654 G* + 0,9346 B* 


und fiir den Ubergang vom Normvalenzsystem zum 
RGB-System : 


R* = 1,7539 X — 0,4894 Y — 0,2645Z, 
G* = — 0,9986 X + 2,0271 Y — 0,0286Z, (28) 
B*¥— 0,0699 X — 0,1419 Y + 1,0720Z. 


(26) 
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Bild 7. Normfarbtafel mit Spektralfarbenzug, Wiedergabe- 
Primarvalenzen R, G, B im Vergleich zum Farbum- 
fang eines Filmes; ————— Rohre RCA 21 CYP 22, 
—— Farbtilm,. 


Der Hellbezugswert ist wieder durch den Normfarb- 
wert Y gegeben. Y schreibt auch vor, wie sich die 
Leuchtdichten der Schirmfarben bei Wiedergabe 
von Unbunt verhalten miissen: 


Be: Be: By = 32,56 : 57,86 : 9,56. (29) 


Dieses Leuchtdichteverhaltnis soll aber nach Ab- 
schnitt 3.1 bei gleich groBen Eingangssignalen er- 
zeugt werden. Eine Messung? der Leuchtdichten 
pro mA Strahlstrom ergab die Werte fiir 


Rot: Bp =53,8asb/mA, 
Griin: By = 278 asb/mA, 
Blau: Bp = 59,3 asb/mA 


bis zu Strahlstro6men von etwa 0,5 mA. 

Ohne KorrekturmaBnahmen verhalten sich die 
Leuchtdichten bei gleichen EKingangssignalen wie 
eta aE p —=00,5 2102 09,0 = 125,17 ~ 1,11, (30) 


Die Signalverstarker vor der Bildréhre erhalten zum 
Ausgleich verschiedene Verstarkungsgrade, die sich 
wie 

Br 1L/yw ee Vyw & L/yw a 
Vn: Vo:Va= (zr) . =| . Z| — 
= 1,83: 1,1221,00 


verhalten. Damit ist Gl. (29) erfiillt. 

Durch Einstellen der Steuergitter- und Schirm- 
gitterspannungen der einzelnen Strahlsysteme muf 
dafiir gesorgt werden, da Gl. (29) fiir alle Werte 
der Wiedergabeleuchtdichte gilt, z. B. miissen die 
Schirmgitter- und die negative Steuergitterspan- 
nung im Rotkanal am gréBten sein. 

Die Ubertragungskandle weisen im tibrigen keine 
Besonderheiten auf. Direkt an die Photoverviel- 
facher angebaut sorgen Kathodenverstarker fiir 


(31) 


2 Die MeBwerte wurden im Institut fiir Hochfrequenz- 
und Fernmeldetechnik der Technischen Hochschule Braun- 
schweig, Direktor Prof. Dr.-Ing. F. KiRScHSTEIN, aufgenom- 
men und freundlicherweise zur Verfiigung gestellt. 
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eine breitbandige Kabelanpassung. Die ersten 
Stufen der Hauptverstirker sind so ausgelegt, da 
das Schirmnachleuchten der Abtastrohre kompen- 
siert wird. In den folgenden Stufen werden die 
Signale verstarkt und ausgetastet. Die anschlieBende 
y-Korrekturstufe bendtigt eine Eingangsspannung 
von etwa 10 V, ihr y-Wert ist in kleinen Grenzen 
regelbar (Bild 8). Zur Umkehrung vom Negativ 
zum Positiv mufs die y-Stufe eine Kennlinie mit 
negativem Exponenten haben (Gl. (21)), was sich 
in erster Naherung durch eine anschlieBende 
Phasenumkehrstufe erreichen laBt [28]. 


Eingangsignal Ausgangssignal 


i =a] schwarzpegel 
ES 


' a a + + 52) 


a 


al 
Bild 8. y-Korrekturstufe. 


Dem so in seiner Amplitude verzerrten Signal 
werden dann in der folgenden Maskenstufe be- 
stimmte Signalanteile der beiden anderen Kanale 
zugemischt. 

Zur Hinstellung bester Wiedergabegiite miissen 
die Zusatzsignale getrennt in ihren Amplituden 
regelbar sein, da die Koeffizienten ajz je nach Film 
und Aufnahmebedingungen unterschiedlich sein 
koénnen. Weiterhin darf die Graubedingung nicht 
gestort werden, d.h., wenn die Werte der aix ver- 
andert werden, muB GI. (24) immer gewahrt bleiben. 

Kine Umformung von Gl. (25), hier nur fiir den 
Rotkanal durchgefiihrt, bringt 


kR'’=R | | (44 1) R | 12 G | a13 B| (32) 
oder, was bei entsprechender Wahl der Konstanten 
Kj, dasselbe ist, 

R= R+ Ki [Kuk + Ki4(Ki2G + Kig B)]. (33) 


Halt man Ky. + Ky3 konstant, so kann Ky, ein- 
malig so eingestellt werden, dal} 


Kyi + Kia(Kiz + Kis) = 0 (34) 
wird. Die in Bild 9 gezeigte Schaltung erfiillt diese 


Rk o———— > > OR” 
_——— || 
> 
yk 
Ky (Kig6 +Kyg8) 
Prey 


: a ahs 
BO~ hig6*hi8 


Bild 9. Blockschaltbild der Maskenstufe. 
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Forderung. Andere Maskenschaltungen mit me- 
chanischen Verkopplungen der Hinstellregler gehen 
von Gl. (25) direkt aus [31]. 


4. Einstellung der Ubertragungskaniile und Meb’- 
ergebnisse 


Bei den folgenden Angaben und Rechnungen 
wurden einige vereinfachte Annahmen gemacht: 
1. BezugsweiB ist immer GleichenergieweiB. (Norm- 
lichtart E, Bild 7). Fiir die Praxis ist es unter Um- 
standen vorteilhafter, auf eine andere Normlicht- 
art tiberzugehen. 
Das Gamma des Negativmaterials ist einheitlich 
icp = UE Sy 
3. Es wird nur auf ein Gesamtgamma von eins kom- 
pensiert, der Kontrast nicht komprimiert. 


to 


4.1. Einstellung der Ubertragungskanéile 


Die Einstellung der Kandale erfolgt zunachst bei 
abgeschalteten y-Stufen und Klemmstufen. Bei der 
Vielzahl der Funktionen miissen die Verstarkungen 
der einzelnen Stufen in allen drei Kandalen gleich 
sein. Roéhren- und Bauelementestreuungen werden 
durch regelbare Gegenkopplungen ausgeglichen. Die 
Bandbreiten der Verstarker sind unterschiedlich 
und liegen im Griin- und Blaukanal bei 3,5 MHz und 
im Rotkanal wegen des hohen Rauschpegels bei 
etwa 2,5 MHz. 

Sind die Kandale eingepegelt, so kénnen die y- 
Stufen mit Hilfe eines linear ansteigenden Kingangs- 
signals oszillographisch eingestellt werden, indem 
die Istkurve mit einer vor dem Oszillographen- 
schirm angebrachten Sollkurve verglichen wird. Ein 
Elektronenschalter erleichtert den Vergleich zwi- 
schen den einzelnen Kanialen. Die Bilder 10 und 11 
zeigen Kingangs- und Ausgangssignal der y-Stufe. 

Die Verstaérkungsgrade der Endstufen, vgl. Gl. 
(31), sind schwach regelbar, um den genauen Grau- 
abgleich der Bildréhre vornehmen zu kénnen. 

Die Konvergenz wurde mit den zur Bildréhre 
passenden Schaltelementen erreicht. 


4.2. MeBergebnisse 


Als Testfarben dienten neun verschiedene Auf- 
strichfarben, die unter Normalbedingungen photo- 
graphiert wurden. 

Aus den spektralen Remissionsfunktionen wurden 
mit Hilfe der Auswahlordinaten [4] unter Beriick- 
sichtigung des Aufnahmelichtes die erforderlichen 
Kingangssignale der Endverstarker bestimmt (GI. 
(28) ). Bezugswert ist der Hellbezugswert fiir Gleich- 
energieweiB Y — 100. Der Abtaster, nach Vor- 


Bild 10. Eingangssigna der 
y-Korrekturstufe. 


Bild 11. Ausgangssignal der 
y-Korrekturstufe. 
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abgleich auf gleiche Ausgangssignale bei unbelich- 
tetem Film, lieferte, als Densitometer benutzt, die 
Dichtewerte der Testfarbennegative bzw. pro- 
portionale elektrische Signale. Meffehler kénnen 
bei diesem Verfahren besonders wegen des geringen 
Storabstandes im Rotkanal auftreten. 

Der benutzte Film hatte unbelichtet eine Mini- 
maldichte von Dmin = 0,6 und eine maximale Un- 
buntdichte von Dmax = 2,2. Unter der Annahme, 
dafS§ ein maximal geschwarzter Film bei Abtastung 
auf der Wiedergabeseite groBte Helligkeit (Y = 100) 
hervorrufen soll, kénnen die wirklichen Hingangs- 
signale der Maskenstufen bestimmt werden und in 
Verbindung mit den errechneten Sollwerten am 
Ausgang der Stufen auch die Koeffizienten ajx. 

Die Wiedergabe der Testfarben ohne Maske zeigt 
einen eindeutigen Blaustich (Bilder 12 und 13). Es 
ist daher zunachst erforderlich, diese lineare Farb- 
verzerrung durch Regeln der Kanalempfindlichkeit 
(Dynodenregelung) so zu korrigieren, daB die graue 


——————- _— - 
; a 9 Gelbgriin 
Blaugrun L\ 
i — — Gelb_ 
es, E Braun 
g 02 5 | Rosé i 
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Bild 12. RGB-Farbtafel; 
+ Originalfarben, 
© Wiedergabe ohne Maske auf unbelichteten Film 
bezogen, 
Wiedergabe ohne Maske auf ,,Grau“ bezogen, 
4 Wiedergabe mit Maske auf ,,Grau‘‘ bezogen. 
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Bild 13. Normfarbtafel; R, G, B Wiedergabe-Primarvalen- 

zen, 


+ Originalfarben, 

© Wiedergabe ohne Maske auf unbelichteten Film 
bezogen, 

Wiedergabe ohne Maske auf Grau‘ bezogen 
4 Wiedergabe mit Maske auf ,,Grau“‘ bezogen. 


(Die Zahlen geben die relative Helligkeit an 
Ya =.100) 
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Testfarbe richtig wiedergegeben wird. Das ent- 
spricht beim photographischen Kopiervorgang einer 
Filterung des gesamten Kopierlichtes. Die so ver- 
besserten Signale bilden die Grundlage zur Masken- 
berechnung. 

Mit dem oben erwahnten graphischen Verfahren 
ergaben sich fiir diesen Film die folgenden Masken- 


gleichungen: 
b= 114 R046, 
G= —0,17F +1,11G + 0,06 B, (35) 
Be Oa, — 0. Ge 130 8: 


OC 


mt 


Bild 14. Farbtestbild, photographisch umgekehrt. 
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Die damit erreichten Farbkorrekturen sind in die 
Bilder 12 und 13 eingetragen. Bemerkenswert sind 
die groBen Helligkeitsabweichungen gegeniiber dem 
Original. 


Der mittlere RUCS-Abstand 


betragt d= 


9,8- 10-8. Die Bilder 14 bis 16 zeigen die Photo- 
eraphien der Originale und die Bilder 17 bis 19 die 
der elektronisch umgekehrten Farbnegative. Durch 
den nochmaligen photographischen ProzefB (Auf- 
nahme der Schirmbilder) tritt trotz der gleichen 
Filmart noch eine gewisse Farbverzerrung auf. 


eo. 


Bild 18. Sonnenblume, elektronisch umgekehrt. 


Bild 19. Geranie, elektronisch umgekehrt. 
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4,3. Die Umkehrungsanlage als Filmanalysator 


Sollen zu einem Farbnegativ die giinstigsten Ko- 
pierbedingungen ermittelt werden, so ist es wblich, 
unter verainderten Kopierbedingungen mehrere 
Probeabziige zu machen. Die oben beschriebene 
Anlage gestattet es, bei geeigneter Eichung diese 
gesuchten Bedingungen direkt auf Grund des 
wiedergegebenen Bildes zu bestimmen, und zwar 


1. Den Gesamtlichtstrom des Kopierlichtes aus der 
Blendeneinstellung des Objektivs oder der ge- 
meinsamen Regelung der Kanalempfindlich- 
keiten aller drei Kanale. 

. Die Konzentration der Kopierfilter aus den Emp- 
findlichkeitseinstellungen der einzelnen Kanale. 
3. Die Maskenwerte aus den eingestellten Koeffi- 

zienten Ajj. 


Voraussetzung ist dabei groBte Stabilitat der Uber- 
tragungsanlage einschlieBlich der Bildrohre. 


bo 


5. Verbesserung der Anlage 


Die oben beschriebene Umkehrungsanlage ist als 
reines Versuchsgerat entwickelt worden und bedarf 
bei Weiterentwicklung noch verschiedener Ver- 
besserungen. Der geringe St6rabstand im Rotkanal 
macht es notwendig, statt der Lichtpunktabtastung 
mit Abtastréhre und Photovervielfacher besser 
einen Speicherabtaster mit Gleichlichtquelle und 
Vidikon zu benutzen, wobei der Lichtstrom gegen- 
tiber einer Abtastréhre unvergleichlich gréBer sein 
kann. 

Bei Benutzung einer Abtastrdhre empfiehlt es 
sich, eine dynamische Fokussierung oder besser 
noch eine Regelung auf konstante Rasterhelligkeit 
vorzusehen. Da die Lichtpunkthelligkeit stark von 
der Fokussierung abhangt — bei schlecht fokussier- 
tem Strahl ist die Punkthelligkeit gr6Ber — sind die 
Rasterrander meistens heller (bis zu 15%). 

Weiterhin muB eine Ubersteuerungsanzeige bzw. 
automatische Regelung vorgesehen werden, damit 
ein Kanal nicht durch ein zu grobes Kingangssignal 
gesperrt wird und dadurch eine falsche Wiedergabe- 
farbvalenz erzeugt. 


Besonderen Dank schulde ich Herrn Prof. Dr.- 
Ing. F. W. Gunpuacu, Direktor des Instituts fiir 
Hochfrequenztechnik und Herrn Prof. Dr.-Ing. 
H.J. Hetwie, Direktor des Instituts fiir Licht- 
technik der Technischen Universitat Berlin, Herrn 
Prof. Dr.-Ing. F. Kirscustrty, Direktor des In- 
stituts fiir Hochfrequenz- und Fernmeldetechnik 
der Technischen Hochschule Braunschweig, Herrn 
Prof. Dr.-Ing. M. Ricutrer, Bundesanstalt fiir Ma- 
terialpriifung Berlin-Dahlem, sowie der Fa. AGFA 
AG, Leverkusen, fiir ihre groBziigige Unterstiitzung. 
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Die Aufgabenstellung erfordert die Synthese zweier Klassen rationaler Funktionen: Einerseits 
der Klasse der Laufzeitfunktionen und andererseits einer solchen, welche die Tschebyscheffsche 
Ebnung beinhaltet. 

Hierzu werden nach Definition der notwendigsten Begriffe aus der Netzwerktheorie die Eigen- 
schaften von Allpab-Laufzeitfunktionen angegeben. Als zweite Funktionenklasse wird die der 
Tschebyscheffschen rationalen Funktionen nach BERNSTEIN herangezogen. Mit Hilfe einer kon- 
formen Abbildung gelingt es, eine vereinfachte und fiir die Laufzeitapproximation geeignete 
Darstellung letzterer in einem die Frequenz Null einschlieSenden Intervall zu gewinnen. Die 
Analyse des Approximationsproblems fihrt nunmehr zur Aufstellung der Lésungsgleichung in 
geschlossener Form. Ein gut konvergierendes iteratives Verfahren zu deren beliebig genauer und 
strenger Auflésung wird entwickelt. SchlieBlich wird die Lésung auf das allgemeine endliche 
Approximationsintervall sowie auf Tiefpaisse und Bandpasse erweitert. 

Ein Uberblick iiber zahlreiche praktisch ausgefiihrte Approximationen bestatigt den theore- 
tischen Ansatz und fiihrt zu allgemeineren Gesichtspunkten. Fiir ein spezielles Beispiel héheren 
Grades wird der Entwurf bis zur Bestimmung der Schaltelemente im einzelnen ausgefiihrt. 

Der Anhang enthalt einen Katalog mit Lésungen fiir die Grundgrade 1 bis 10 (Gesamtgrad: 
2 bis 20) zum unmittelbaren Gebrauch fiir den Benutzer. 


The statement of the problem calls for the synthesis of two classes of rational functions: on the 
one hand of that of delay functions and on the other of a class that includes Tschebycheff’s 
maximally-flat forming of the curve. 

After defining the principal concepts of network theory, the paper proceeds to stating the pro- 
perties of all-pass delay functions for this purpose. For the second class of functions, recourse is 
made to Tschebycheff’s rational functions according to BERNSTEIN. With the aid of conformal 
mapping one succeeds in gaining in an interval including the zero frequency a simplified presenta- 
tion of the latter, suitable for the delay approximation. The analysis of the approximation pro- 
blem now leads to the statement of the solution equation in closed form. A well converging iterative 
method is developed for solving it with any desired degree of accuracy and exactness. Finally the 
solution is extended to the general finite approximation interval as well as to low-pass and band- 
pass filters. 

A survey of numerous practically effected approximations confirms the theoretical statement 
and leads to more general aspects. For a special example of higher order the design procedure is 
carried through up to a detailed determination of the circuit elements. 

The appendix includes a catalog with solutions for the basic degrees 1 to 10 (total degree: 2 to 20) 


for direct application by the user. 
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ten Form. Dieser hat das offen gebliebene Problem 
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der Mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse 
der Bayerischen Akademie der Wissenschaften vor- 
gelegt!. 

Die numerischen Rechnungen wurden auf der 
Programmgesteuerten Elektronischen Rechenanlage 
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1 Sitzungsberichte der Mathematisch-naturwissenschaft- 
lichen Klasse der Bayerischen Akademie der Wissenschaf- 
ten, Juni-Sitzung 1960, C. H. Beck’sche Verlagsbuchhand- 
lung, Miinchen. 


Kinleitung 


Aufgabenstellung, Stand des Wissens, Abgrenzung des 
Themas und Gliederung der Arbeit 

Bei Ubertragungssystemen und Endgeraten der 
Nachrichtentechnik sowie in der elektrischen MeB- 
technik tritt gelegentlich die Forderung auf, Nach- 
richten oder ein einzelnes Signal um eine bestimmte 
Zeit zu verzogern. Unter einem anderen Gesichts- 
punkt betrachtet kann die Forderung lauten, es 
solle ein Signal kurzzeitig gespeichert werden. Wah- 
rend die technische Realisierung durch homogene 
Leitungen, etwa durch Laufzeitkabel, bekannt und 
in vielen Fallen auch angebracht ist, so erscheint es 
andererseits oft wiinschenswert oder sogar not- 
wendig, Netzwerke aus konzentrierten Schaltele- 
menten vorzusehen. Voraussetzung hierzu ist jedoch 
die Aufstellung einer zulassigen Ubertragungsfunk- 
tion, welche das geforderte Laufzeitverhalten még- 
lichst gut approximiert. Hin hierfiir geeignetes 
schliissiges Verfahren ist bisher nicht bekannt. 
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Abgesehen von graphisch-empirischen Approxi- 
mations-Verfahren, wie sie etwa von BUNEMANN [3], 
Kun [6] und Martin [7] angegeben wurden, existie- 
ren zwar einige Verfahren, die den in sich geschlosse- 
nen Entwurf eines Allpasses ermdglichen. So ent- 
wickelte THoMSON in [12] einen Typ von Laufzeit- 
funktionen, die im wesentlichen aus einer Verkniip- 
fung von Lommelschen Polynomen bestehen und 
einen maximal geebneten Laufzeitverlauf gewahr- 
leisten. Demgegeniiber erzielte DARLINGTON in [4] 
durch eine Frequenztransformation Allpasse mit 
Laufzeitschwankungen, deren Ausmafs wiederum 
durch den Entwurf nur naherungsweise erfabt 
werden kann. Untersuchungen eines der Verfasser 
(Unpricn), diese Schwankungen mit Hilfe einer 
zweistufigen konformen Abbildung zu _vergleich- 
maBigen fiihrten zu guten Ergebnissen, aber noch 
nicht zu einer eindeutigen Losung des Problems. 

In der vornehmlich der Approximation der 
Dampfung gewidmeten Arbeit [5] berithrt HELMAN 
zuletzt auch das Problem der Laufzeitapproxima- 
tion durch Tschebyscheffsche rationale Funktionen. 
Dort wurde erstmals eine — wenn auch nicht voll- 
standige — Lésung fiir den Grundgrad? n = 2 an- 
gegeben; doch vermerkt Henman dann, dai zur 
Loésung fiir hdhere Grade weitere Untersuchungen 
wunschenswert seien. 

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, hierzu einen 
Beitrag zu liefern, indem ein allgemeines und schliis- 
siges, fiir Digitalrechner besonders geeignetes Ver- 
fahren zur Approximation einer konstanten Grup- 
penlaufzeit im Tschebyscheffschen Sinne angegeben 
wird. Das Approximationsintervall kann sich hier- 
bei von tiefen Frequenzen beginnend bis zu einer 
oberen Grenzfrequenz erstrecken (tiefpaBartiges 
Laufzeitverhalten) oder aber auf ein bestimmtes 
Frequenzband beschranken (bandpaBartiges Lauf- 
zeitverhalten). 

Fiir die realisierenden Schaltungen selbst sind 
Reaktanzvierpole, d. h. Vierpole aus linearen, pas- 
siven, verlustlosen, konzentrierten und reziproken 
Elementen endlicher Anzahl vorgesehen. Hinsicht- 
lich des Dampfungsverhaltens kénnen diese als All- 
passe mit der fiir alle Frequenzen konstanten Damp- 
fung Null oder als Tiefpasse und Bandpasse im 
Sinne von Minimum-Phasen-Netzwerken entworfen 
werden. 

In einem ersten Kapitel der Arbeit werden die 
notwendigsten theoretischen Grundlagen fiir die 
Synthese von Allpéssen zusammengestellt und die 
HKigenschaften der Laufzeitfunktion untersucht. 

Hin zweites Kapitel befaBt sich mit den zur L6- 
sung der gestellten Aufgabe herangezogenen Tsche- 
byscheffschen rationalen Funktionen. 

In einem dritten Kapitel, dem eigentlichen Haupt- 
teil der Arbeit, wird die Lésung des Tschebyscheff- 
schen Approximationsproblems fiir konstante Grup- 
penlaufzeit abgeleitet und in eine auf die unmittel- 
bare Anwendbarkeit zugeschnittene Form gebracht. 

Ein viertes Kapitel gibt einen Uberblick iiber die 
praktisch ausgefiihrten und katalogisierten Ap- 


* Zur Definition des Grundgrades n siehe Abschnitt 1.3. 
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proximationen sowie die sich hieraus ergebenden 
allgemeineren Gesichtspunkte. 

Fiir ein spezielles Beispiel hdheren Grades wird 
der Entwurf im einzelnen praktisch ausgefiihrt und 
die realisierende Schaltung angegeben. 

Im SchluBteil der Arbeit wird nach einer all- 
gemeinen Zusammenfassung auf die Méglichkeit der 
expliziten Losung des Problems kurz eingegangen. 


1. Allgemeine Grundlagen, Eigenschaften der Lauf- 
zeitfunktion 
1.1. Uberblick 


Der Aufgabenstellung entsprechend ist der 
Schwerpunkt dieser Arbeit in dem Laufzeitverhalten 
von Reaktanzvierpolen zu sehen. Aus diesem Grund 
wird auch in dem ersten Kapitel nach Darstellung 
der notwendigen allgemeinsten Zusammenhange so- 
fort auf die Besonderheiten der Laufzeitfunktion 
und hier wieder auf diejenige von Allpéssen tiber- 
zugehen sein, da dieser Netzwerktyp gerade und 
ausschlieBlich auf das Phasen- bzw. Laufzeitverhal- 
ten abgestimmt ist. Auf die Realisierung einer kon- 
stanten Gruppenlaufzeit durch einen daimpfenden 
Reaktanzvierpol (TiefpaB oder Bandpa®) als sehr 
einfachen Sonderfall wird an spéaterer Stelle nur 
kurz einzugehen sein. 


1.2. Die Betriebsiibertragungsfunktion und abgeleitete 
Gropen 


Normiert man in iiblicher Weise das Widerstands- 
niveau eines Vierpols auf den als ohmisch voraus- 
gesetzten Innenwiderstand A; der Spannungsquelle 
und den ohne Kinschraénkung der Allgemeinheit 
gleich gro8 angenommenen AbschluBwiderstand Ro, 
so erhalt man die Betriebsanordnung des Vierpols 
nach Bild 1. 


YU ~) U2 1 


Bild 1. Betriebsanordnung eines Vierpols. 


Als Frequenzvariable werde die auf eine geeignete 
Bezugsfrequenz fz normierte GréBe 


A=o0+jo (1) 


benutzt, so daB die technisch wesentlichen Fre- 
quenzen auf die positive imaginare Achse der )- 
Ebene zu liegen kommen. Aus dem Verhaltnis der 
von der Quelle maximal abgebbaren Leistung 
(Uo/2)?/Ri zu der vom Abschlu8widerstand auf. 
genommenen Leistung U3/R, ergibt sich im Fall des 
Bildes 1 die Betriebsiibertragungsfunktion H zu: 


(2) 


Das zur Kennzeichnung der Ubertragungseigen- 
schaften des Vierpols benutzte Betriebsiibertra- 
gungsmafs g ist definiert durch 


g=InH =In|H| + jareH =a+ jb, (3) 
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Zur Untersuchung, welche Méglichkeiten zur elektronischen Umkehrung von Farbnegativen 
bestehen, wurden ein Lichtpunktabtaster mit drei Aufnahmekanalen und eine Wiedergabeein- 
richtung entwickelt. Die spektralen Empfindlichkeiten der drei Kanile sind schmalbandig und 
den Absorptionskurven der Negativfarbstoffe angepaBt. 

Die durch den Film und die Anlage verursachten Helligkeits- und Farbverzerrungen werden in 
y-Korrektur- und Maskenstufen reduziert. Die Koeffizienten der Maskenmatrix ergeben sich aus 
bekannten Testfarben einerseits und deren photographischen Negativaufnahmen andererseits. 

Die Brauchbarkeit der Anlage wird durch einen Vergleich von Originalfarben und deren Re- 
produktion bestimmt. Bei neun iiber das Spektrum verteilten Testfarben ist der mittlere RUCS- 
Abstand d = 9,8 - 10-3 mit gréBter Abweichung im Blaubereich. 

Bei geeigneter Eichung der Korrekturglieder kann die Anlage als einfacher Filmanalysator ver- 


wendet werden. 


To investigate the possibilities of an electronic reversal of color negatives, a flying spot scanner 
with three input channels and a reproducing device were developed. The spectral sensitivities of 
the three channels are selective and adapted to the absorption curves of the negative pigments. 

__ The distortion of brightness and color as introduced by the film and the system is reduced by 
gamma-correcting and masking stages. The coefficients of the masking matrix are found from 
well-known test colors on the one hand and their photographic negative renditions on the other. 

The usefulness of the system is determined by a comparison of original colors and their rendi- 
tion. With nine test colors distributed over the spectrum the mean RUCS spacing isd = 9.8 x 107-3, 
with the maximum deviation found in the blue region. 

Upon suitable calibration of the correcting elements, the system can be used as a simple film 


analyzer. 
1. Einleitung 


Fast alle Fernsehstudios und auch einige Film- 
kopieranstalten sind heute mit Anlagen ausgeriistet, 
die es gestatten, photographische Schwarz-Weib- 
Negative auf dem Bildschirm einer Braunschen 
Rohre als Positiv wiederzugeben. Das Verfahren 
bietet den Studios den Vorteil, Filmaufzeichnungen 
direkt von dem gegeniiber Umkehrfilm oder Positiv- 
kopien billigeren Negativmaterial wiederzugeben 
und den Kopieranstalten die Méglichkeit, unbrauch- 
bare Aufnahmen vor dem Kopieren auszusondern 
bzw. Kopiervorschriften zu bestimmen. 

Das Umkehrungsverfahren ist dabei aus dem nor- 
malen Ubertragungsverfahren fiir Positivfilme oder 
Diapositive abgeleitet, indem die Phase der bei der 
punktweisen Abtastung der Filmdichte entstehen- 
den elektrischen Signale um 180° gedreht wird. Die 
auftretenden Gradationsfehler werden durch geeig- 
nete SchaltungsmaBnahmen beseitigt. 

Wird das normale Verfahren zur Wiedergabe von 
Farbfilmen verwendet, so miissen die optischen 
Dichten der einzelnen Filmschichten — es sind in 
der Regel drei — getrennt abgetastet werden. Der 
apparative Aufwand steigt entsprechend, da drei 
Aufnahme- und Wiedergabekandle bendtigt werden. 
Die auch hierbei auftretenden Gradationsfehler ha- 
ben gegeniiber den médglichen Farbabweichungen 
eine geringere Bedeutung. Hs ist daher unbedingt 
erforderlich, auch noch Korrekturméglichkeiten fiir 
die einzelnen Farben vorzusehen. 

Prinzipiell konnen auch, entsprechend dem weiter 
oben geschilderten Verfahren, photographische 


Farbnegative umgekehrt werden. Allerdings wird 
der Hauptanwendungsbereich weniger bei den Fern- 
sehstudios als vielmehr bei den Kopieranstalten lie- 
gen, die damit die Moglichkeit haben, die sehr kom- 
plizierten Kopiervorschriften fiir Farbfilme leichter 
zu bestimmen. 


2. Farbreproduktion 


Farben, oder besser Farbvalenzen, kénnen auf 
verschiedene Weise reproduziert werden, wobei die 
,,Giite des Verfahrens durch die Abweichungen der 
reproduzierten von den vorgegebenen Farbarten ge- 
kennzeichnet ist. 

Es soll an dieser Stelle nur kurz auf den Begriff 
Farbvalenz, die in dieser Arbeit verwendeten Farb- 
reproduktionsverfahren und deren mathematische 
Behandlung eingegangen werden, da dieses schon 
an anderer Stelle geschehen ist ({1]—[11], [13], [34]). 


2.1. Additive Farbmischung 


Gelangen zwei verschiedene, sichtbare Strahlun- 
gen gleichzeitig auf dieselbe Stelle der Netzhaut, so 
sieht das Auge nicht die diesen Strahlungen ent- 
sprechenden Farbvalenzen, sondern die additive Mi- 
schung beider. 

Jede Farbvalenz kann durch additive Mischung 
von maximal drei anderen Farbvalenzen, den sog. 
Primirvalenzen, nachgebildet werden [4], [12], [13], 
[30], [34]. Die Gesamtheit der Farbvalenzen nimmt 
demnach einen Raum ein. Jeder Farbvalenz kann 
ein Vektor zugeordnet werden, der vom Ursprung 
des Systems, dem Schwarzpunkt, ausgeht. 
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Die Wahl der Primirvalenzen ist beliebig, sie 
miissen nur voneinander unabhingig sein, d. h. die 
dritte Primarvalenz darf nicht aus den beiden ande- 
ren ermischbar sein. Der Ubergang von einem Pri- 
mirvalenztripel zu einem anderen bedeutet nur eine 
lineare Transformation der Raumkoordinaten. All- 
gemein bedient man sich der nicht realisierbaren 
Normvalenzen X, Y und Z [13], [34]. Gelegentlich, 
z.B. bei Berechnung von Bildréhreneingangs- 
signalen, mu man allerdings zu anderen Primar- 
valenzen iibergehen. Die Transformationsgleichun- 
gen ergeben sich dabei aus bestimmten Rand- 
bedingungen. 

Geniigt die Kenntnis der Farbart der Farbvalenz 
— eine Farbvalenz ist durch Farbart und Leucht- 
dichte bzw. Hellbezugswert gegeben —, so inter- 
essiert nur die Richtung und nicht die Linge des 
Farbvektors. Sein Durchtrittspunkt durch eine im 
Farbenraum gegebene Ebene bestimmt somit die 
Farbart, zu deren Definition also nur noch zwei 
Gr6Ben erforderlich sind. Man kommt so zur zwei- 
dimensionalen Farbtafel. 

Die Normfarbwertanteile, das sind die Koordi- 
naten in der Farbtafel, einer Farbvalenz mit der 
spektralen Energieverteilung #, berechnen sich aus 
deren Normfarbwerten 


X~ f B,z,d/, 
Y~/ Ryda, (1) 
Z~ | E,z% da, 


worin a, y, und z, die Normspektralwerte [13], [34] 
sind, zu 


ek x 
SuREX EEN YEU, | 
NG © 
ap eR ae iy (2) 
Z 
Foe yt ee 


Die mit einem Primarvalenztripel ermischbaren 
Farbvalenzen liegen demnach innerhalb des von 
diesem Tripel in der Farbtafel gebildeten Dreiecks. 

Bestimmt man nach Gl. (2) die Normfarbwert- 
anteile fiir alle Spektralfarben, so ergibt sich in der 
Farbtafel der sogenannte Spektralfarbenzug, der, 
erganzt durch die Purpurlinie, alle in der Natur 
vorkommenden Farbarten umschlieBt (Bild 7). 

Eine additive Mischung zweier Farbvalenzen ent- 
spricht der Addition ihrer Normfarbwerte, d. h. die 
Farbart der Mischung hangt nur von den Farb- 
valenzen der zu mischenden Farben ab, nicht aber 
von deren spektralen Energieverteilungen: Ein und 
dieselbe Farbvalenz kann naémlich von unendlich 
vielen Energieverteilungen erzeugt werden. 

Die Normvalenzen sind so gewiihlt, da Y gleich- 
zeitig den Hellbezugswert der Farbvalenz darstellt. 
Das bedeutet, daB die Normspektralwerte Ya, ber 
1 aufgetragen, die Hellempfindlichkeitsfunktion des 
Normalbeobachters bei helladaptiertem Auge er- 
geben. 
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2.2. Subtraktive Farbmischung 


Bei subtraktiver Mischung wird von einer ge- 
gebenen Strahlung, z. B. weiBem Licht, soviel ab- 
sorbiert, daB sich eine spektrale Energieverteilung 
ergibt, die der zu ermischenden Farbvalenz ent- 
spricht, Im einfachsten Fall wird diese spektrale Ab- 
sorption durch Filter variabler Dichte bei festen 
Absorptionsbereichen verwirklicht [14], [16]—[20]. 

Die mathematische Behandlung der subtraktiven 
Farbmischung ist viel umstiéndlicher als die der 
additiven. Wahrend bei letzterer nur die Normfarb- 
werte der Primarvalenzen maBgebend sind, mub 
hier die spektrale Energieverteilung (in diesem Fall 
die Strahlungsfunktion und der spektrale Verlauf 
der Filtertransmissionsgrade, welche meistens nicht 
geschlossen mathematisch zu erfassen sind) beriick- 
sichtigt werden. 

Durchlauft z. B. Licht mit der spektralen Ener- 
gieverteilung H, drei Filter mit den Transmissions- 
graden 71, Tz und T3, so ergeben sich die Normfarb- 


werte — und daraus die Normfarbwertanteile — 
der subtraktiv ermischten Farbvalenz zu 
X ~ f Ext t2t3%, dA (3) 


und entsprechend fiir Y und Z. Mit der optischen 
Dichte der Filter 
D=—Igu ; (4) 
wird 
X ~ f £,10-P:+ D+ Ds) z, dA. (5) 


Fiir ideale Filter, bei denen die Dichte in einem be- 
stimmten Spektralbereich konstant ist und auBer- 
halb dieses Bereiches den Wert Null hat, laBt sich die 
Formel (5) sehr einfach auswerten. Praktisch lassen 
sich derartige Filter kaum verwirklichen. 


2.3. Farbverzerrungen 


Soll die Giite einer Farbreproduktion beurteilt 
werden, so miissen Originalfarbvalenz und reprodu- 
zierte Farbvalenz miteinander verglichen werden. 
Man wird die Koordinaten beider in die Farbtafel 
eintragen und aus dem Abstand der Punkte auf die 
Verzerrungen schlieBen. Die Y-Werte geben Auf- 
schlu8 iiber die Helligkeitsabweichungen. 

Nun geben die Abstaénde in der Normfarbtafel 
keinen Anhalt fiir die GroBe der Abweichung, da bei 
gleichen Abstanden die empfindungsmafigen Ab- 
weichungen je nach Farbart verschieden sind. 

Auf Grund von vielen Messungen hat man eine 
Farbtafel ermittelt, in welcher gleiche Abstinde 
unabhangig von der Farbart gleich empfundenen 
Farbabweichungen entsprechen [1], [14], [15]. Die 
Farbwertanteile dieses sogenannten RUCS-Systems 
(Reactangular Uniform Chromanticity Scale) er- 
geben sich durch lineare Transformation aus den 
Normfarbwertanteilen : 


0,8230 a +. 0,8230 y — 0,8230 
1,0000 « — 7,0534y — 1,6402’ 
3,6970 x — 5,0771 y — 1,3669 
1,0000 ~ — 7,0534 y¥ — 1,6402’ (6) 
w=1—(u+>). 


wu = 0,075 — 


v = 0,500 + 
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Ks ist also méglich, fiir ein bestimmtes Reproduk- 
tionsverfahren fiir viele Testfarben die Abstinde in 
der RUCS-Tafel zu bestimmen und zu mitteln. 


2.4. Photographische Farbenreprodukiion 


Wird eine photographische Schicht nach der Be- 
lichtung in iiblicher Weise entwickelt und fixiert, so 
ist innerhalb eines gewissen Belichtungsspielraumes 
die Dichte des entstandenen Negativs in Abhingig- 
keit von der Belichtung H 


D=K,+ylgdH, (7) 
worin K, eine Konstante und y das fiir die Grada- 
tion des Filmes maBgebende ,,Gamma‘ ist. y hat 


im allgemeinen den Wert von 0,7 bis 0,8 (abhangig 
von der Entwicklungszeit) (Bild 1). 
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Bild 1. Gradationsfunktion eines Negativfilmes. 


Bei Farbaufnahmen macht man durch Farbfilter, 
die Aufnahmefilter, sogenannte Farbausziige, ent- 
wickelt zu Positiven und kann nun entweder durch 
entsprechende Wiedergabefilter die Farbausziige 
iibereinanderprojizieren (additive Farbphotogra- 
phie), oder die Positive ihrer Dichte entsprechend 
einfarben und, wie im Abschnitt 2.3 besprochen, 
iibereinandergelegt die zu reproduzierenden Farb- 
valenzen subtraktiv ermischen. Dabei ist zu be- 
achten, daB die Aufnahmefilter in jedem Fall der 
Luther-Bedingung geniigen miissen [1], d.h. die 
Produkte ihrer spektralen Transmissionsgrade mit 
den entsprechenden spektralen Empfangerempfind- 
lichkeiten miissen in linearem Zusammenhang mit 
den Normspektralwertkurven stehen. 

Praktisch liegen drei, in bestimmten Spektral- 
bereichen sensibilisierte Filmschichten itiberein- 
ander, in denen bei der Entwicklung mit Hilfe von 
Farbkupplern den Silberdichten proportionale Kon- 
zentrationen von Farbstoffen gebildet werden 
(AGFA-Color-Verfahren). 

Ist die wirksame Belichtung fiir eine Filmschicht 
bei energiegleichem Aufnahmelicht 


H,=Hof oxeud’ (i =1,2,3) (8) 
mit 

oa Reflexionsgrad des Objektes, 

si, spektrale Empfindlichkeit der Filmschicht 7 


und die entstehende Negativdichte 


D= Kit ylgh=ylg Ki, (9) 
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so wird die Farbstoffkonzentration 


¢ = K; Di = Kj ylg K; H;. (10) 


Sind die Farbstoffe optisch klar, kann fiir sie das 
Lambertsche Gesetz angewendet werden, d. h. ihr 
spektraler Reintransmissionsgrad fallt bei konstan- 
ter Filterdicke exponentiell mit der Farbstoffkon- 
zentration. Auf einen Reintransmissionsgrad , mit 
der ihm entsprechenden Konzentration c’ bezogen, 
ergibt sich 


O,= 8, baw. D=cje’ D’, (11) 
wenn man die Reflexion an der Filteroberfliche ver- 
nachlassigt (9, ~ t, P ~ 1). 

Werden die Konzentrationsverhaltnisse c; = c/c’ 
der Farbstoffe so abgeglichen, daB sich bei subtrak- 
tiver Mischung ein (Unecht-) Grau der Dichte D = 1 
ergibt und wird dabei willkiirlich c; = 1 gesetzt, so 
werden auch die Kj = 1. Gl. (10) vereinfacht sich 


aeee c= y lg Ki Hy. (12) 
Die Normfarbwerte der subtraktiven Farbmischung 
fans X ~ By f th thw Fad, 
Y ~ Ko J ti tte th Hdd, 
Z~ Bo J toi te ti 2d, 


wenn die To; die Transmissionsgrade der auf ein 
(Unecht-)Grau der Dichte D = 1 abgeglichenen 
Farbstoffe, die ,,Primarvalenzen“ der subtraktiven 
Mischung sind. 

Ks ist mathematisch nicht méglich, aus dem Sy- 
stem (13) bei bekannten to; zu gegebenen Norm- 
farbwerten die Konzentration zu bestimmen. 

Die bei der photographischen Farbreproduktion 
auftretenden Farbverzerrungen kann man in zwei 
groBe Gruppen teilen, in lineare und nichtlineare 
Verzerrungen. Die linearen Verzerrungen sind leicht 
zu beheben und sollen hier nicht weiter beriicksich- 
tigt werden. Sie treten z. B. auf, wenn Aufnahme- 
und Wiedergabelicht nicht tibereinstimmen. Durch 
geeignete Vorsatzfilter konnen diese Fehler besei- 
tigt werden. Die nichtlinearen Verzerrungen kénnen 
verschiedene Ursachen haben, die meistens im ein- 
zelnen nicht zu trennen sind: Die Luther-Bedingung 
ist auf der Aufnahmeseite nicht erfiillt, die Wieder- 
gabefarbstoffe andern ihre Farbart mit der Konzen- 
tration, der Zusammenhang zwischen Silberdichte 
und Farbstoffkonzentration ist nichtlinear und die 
Gamma der einzelnen Filmschichten sind nicht 
gleich. Bei einfachen, nicht verzweigten Verfahren 
— von einem Negativ wird ohne Zwischenkopie ein 
Positiv hergestellt — kénnen nur lineare Verzerrun- 
gen behoben werden. Alle anderen Farbfehler wer- 
den durch das sogenannte Maskenverfahren weit- 
gehend kompensiert. 

Diese Masken sind Positive mit meistens sehr 
kleinem Gamma. Dabei unterscheidet man Silber- 
oder Graumasken und farbige Masken. Mit Hilfe 
der Graumasken kann die Farbsattigung vergroBert 
werden: Das Originalnegativ wird bis zu y ~ 1 ent- 
wickelt (die Farbsattigung steigt mit dem Gamma) 


(13) 
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und die positive Graumaske mit y = 0,3. Beim 
Kopieren werden Negativ und Maske konturen- 
gleich aufeinander gelegt und die steile Gradation 
wird durch die Maske reduziert, wahrend die groBe 
Farbsittigung erhalten bleibt (Bild 2). 
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Bild 2. VergréBerung der Farbsittigung durch eine Grau- 
maske. 


Mit farbigen Masken kénnen Farbverzerrungen 
verschiedenster Art auf ein Minimum gebracht 
werden [2], [14]. Die dabei wichtigste Forderung ist 
die nach originalgetreuer Wiedergabe von unbunten 
Objekten. 


3. Die elektronische Umkehrung von photographi- 
schen Negativen 


In Analogie zum chemischen KopierprozeB kon- 
nen photographische Negative auch elektronisch 
umgekehrt werden. Die Dichte des zu kopierenden 
Negativs wird Punkt fiir Punkt abgetastet und in 
elektrische Signale umgeformt, welche wiederum 
ttber verschiedene Verstarker und Korrekturglieder 
eine Bildréhre steuern. 


3.1. Ubertragungseigenschaften der Apparatur 


Ganz allgemein mu von dieser Apparatur gefor- 
dert werden, daB sie die Originale naturgetreu re- 
produziert. Zunachst soll diese Forderung in bezug 
auf die Wiedergabe des Helligkeitsumfanges, des 
Kontrastes, untersucht werden. 

Ist die Leuchtdichte eines Szenenpunktes B, so 
wird die Dichte des von diesem Punkt aufgenomme- 
nen Negativs mit Gl. (9), unter Voraussetzung eines 
konstanten Gamma, 


Dx == lg Ko BN (14) 
— und der Transmissionsgrad 
TNs be (15) 


Fallt das bei der Abtastung durch das Negativ mo- 
dulierte Licht auf eine Photozelle, so ist das von ihr 
abgegebene Signal dem Negativtransmissionsgrad 
proportional: 


Op = MER (16) 
Es werden noch folgende Gré8en und Abkiirzungen 
eingefiihrt : 
Bmax maximale Leuchtdichte der Szene, 
Bin minimale Leuchtdichte der Szene, 
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R = Bmax/Bmin Kontrast der Szene, 
L = B/Bmax normierte Leuchtdichte der Szene, 
yx Gamma des Negativmaterials 
b Leuchtdichte eines Wiedergabepunktes, 
bmax maximale Leuchtdichte eines Wiedergabe- 
punktes, 
bmin minimale Leuchtdichte eines Wiedergabe- 
punktes, 
r = bmax/bmin Wiedergabekontrast, 
1 = b/bmax normierte Wiedergabeleuchtdichte, 
vw = 2,22 Bildréhren-Gamma. 
Beriicksichtigt man weiterhin eine nichtlineare Ver- 
starkerstufe, deren Kennlinienexponent — ist 
(Gammakorrekturstufe), und den Zusammenhang 
zwischen Steuerspannung und Schirmleuchtdichte 
der Wiedergaberéhre 
b= Kio(Uo — U)'*, (17) 
so wird die normierte Wiedergabeleuchtdichte [21] 


i=l ts 
Rowe, 


Eine bessere Beurteilung der Ubertragungsgiite ist 
moglich, wenn man den sogenannten ,,Gradienten“ 
der gesamten Ubertragung einfiihrt. Er ist definiert 
durch dbjb — dl 

1 dBi eed iy ine 
Mit Gl. (18) wird 


tee Bele: (18) 


(19) 


Yet ==Ifa 
Ni Oa lvw 


pe SY 


“1 
J = Ywynn [ an - (20) 
Es war gefordert, daB die Helligkeitsiibertragung 
naturgetreu sein soll, also muB der Gradient g von L 
unabhangig sein. Das ist der Fall, wenn 
RS ” — 


=f 
r lyw 


7 R’N’w" == R! (21) 
ist, was auch aus der Integration der Gl. (19) mit 
g = const folgt. 

Anzustreben ist g = 1, das bedeutet gleichen 
Kontrast auf beiden Seiten. Da nun aber der 
Szenenkontrast meistens gréBer ist als der Hellig- 
keitsumfang eines Filmes und der Wiedergabe- 
kontrast einer Bildréhre noch kleiner ist als der 
eines Filmes, kann man diesen Ubertragungsfehler 
durch Kompression des Kontrastes — g muB ent- 
sprechend gewahlt werden — vermindern: 

9 = YNYWY- (22) 
Zur positiven Wiedergabe von photographischen 
Farbnegativen geniigt es prinzipiell, die Konzentra- 
tion der drei Farbstoffe an jedem Punkt des Bildes 
zu kennen. Waren die Negativfarbstoffe ideal, so 
genuigte eine Konzentrations- oder Dichtemessung 
innerhalb des betreffenden Spektralbereiches. Wei- 
terhin wiirden auch keine Fehler dadurch auftreten 
daf die drei Farbstoffschichten bei der Messung 
hintereinander liegen (subtraktive Mischung). In 
der Praxis liegen die Dinge anders, die Farbstoffe 
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worin 
a die in Neper gemessene Betriebsdimpfung? und 
6 das im Bogenmafi gemessene Betriebsphasen- 
mas 


bedeuten. Die (normierte) Gruppenlaufzeit® ist da- 
mit gegeben durch 


t = db/dw (4) 
mit der aus der Bezugsfrequenz fz zu berechnenden 
Bezugslaufzeit 1 

Tz = 
oa (5) 
als Einheit. 


Hinsichtlich der Frequenzabhangigkeit la8t sich 
die Ubertragungsfunktion durch den Quotienten 
zweier reeller Polynome in / darstellen: 


E (A) 
H(i) =. 6 
= sq (6) 
Hierfiir gelten die bekannten Realisierbarkeits- 
Bedingungen, von denen nur herausgestellt werden 
soll, daB #(A) ein Hurwitzpolynom ist. 


1.3. Die Ubertragungsfunktion eines Allpasses 

Die allgemeine Form der Gl. (6) erhalt fiir den 
Fall des Allpasses in der in [9] benutzten Schreib- 
weise die Form 
; E2 (A 
H(A) 1 ( ) 


= : 7 
Bi) Bi(—A) 7) 


E,(A) ist wiederum ein Hurwitzpolynom in / und 
ausreichend zur eindeutigen Beschreibung der ge- 
samten Ubertragungsfunktion, welche sich auch in 
der gekiirzten Form 
A (A) = (8) 
inary i(—A) 
anschreiben laBt. Der Grad von £;(/) und damit 
von H (A) nach Gl. (8) soll als Grundgrad definiert 
werden: 
Grundgrad n = Grad {Ej(A)}. (9) 


1.4. Die Laufzeitfunktion eines Allpasses 


Fiihrt man in Gl. (4) an Stelle t(w) formal die 
komplexe Laufzeitfunktion ¢(A) ein, so ist diese bei 
Allpissen gleich der logarithmischen Ableitung der 
Ubertragungsfunktion [9]: 

d H'(A) 
HA) = Ti ini (A) = Ha’ 
worin der Strich die Differentiation nach / bedeutet. 

Stellt man daher in Gl. (8) das Polynom (A) 
durch seine — entweder negativ reellen oder in 
konjugiert-komplexen Paaren in der linken Halb- 
ebene auftretenden — Nullstellen /, dar, also 


Bee Larges ass 


3 Wenn kiinftig der Kiirze halber von Ubertragungs- 
funktion, Dampfung, Phasenmaf und Laufzeit die Rede 
sein wird, so werden hierunter grundsatzlich die Betriebs- 
gréBen bzw. die Gruppenlaufzeit zu verstehen sein. 


(10) 


Re(4,)<0, (11) 
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so kommt man zu der folgenden Form der Laufzeit- 
funktion: 


sy eal —1 
(y= > 
4) T\A-4, AA 


): Re(A,) <0. (12) 


Die aus Gl. (12) ableitbaren und wiederholt be- 
wiesenen Kigenschaften der Laufzeitfunktion seien, 
soweit sie fiir die weiteren Entwicklungen bedeut- 
sam sind, in den folgenden zwei Satzen zusammen- 
gefaBt. 


Satz 1: Als notwendige Bedingungen dafiir, daB 
eine reelle rationale gerade Funktion ¢(A) 
vom Grade 2n Laufzeitfunktion ist, gelten, 
da die Funktion auf der positiven imagi- 
naren Achse nach Durchlaufen der héchstens 
nm Maxima fiir A— oo monoton fallt, im 
Punkt unendlich eine doppelte Nullstelle 
besitzt und im iibrigen auf der imaginéren 
Achse positiv und beschrankt bleibt. 


Satz 2: Als notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB eine reelle rationale gerade Funk- 
tion ¢(A). Laufzeitfunktion ist, gilt, daB sie 
einfache Pole hat und die Residuen der Pole 
in der linken (rechten) Halbebene den Wert 
+ 1(—1) oder ganzzahliger Vielfacher hier- 
von besitzen. 


Auf dieser aus Gl. (12) hervorgehenden und durch 
den Satz 2 ausgesprochenen Forderung nach einer 
ganz speziellen und sehr scharf definierten Funk- 
tion beruht die wesentliche Schwierigkeit bei der 
Approximation einer Laufzeitfunktion. 


1.5. Realisierung und Laufzeitverlauf von Blementar- 
Allpissen 


Hinsichtlich der Realisierung von Allpassen kann 
auf die grundsadtzlichen Ausfiithrungen in [8] hin- 
gewiesen werden. Danach ist man bei Kenntnis der 
Nullstellen 


Ay = % + jf, 


des Hurwitzpolynoms £# (A) nach Gl. (7) in der 
Lage, die Schaltelemente der realisierenden Elemen- 
tarvierpole 2. bzw. 4. Grades* zu berechnen, je 
nachdem 4, reell oder komplex ist und in letzterem 
Fall notwendig zusammen mit der konjugiert-kom- 
plexen Nullstelle 2} auftritt. Die einzelnen Vierpole 
koénnen dann in beliebiger Zahl und Reihenfolge in 
Kette geschaltet werden. Zu erwahnen ist noch, dah 
neben den in [8] angegebenen kanonischen Schal- 
tungen aquivalente kopplungsfreie und erdunsym- 
metrische Elementarvierpole 


(13) 


fiir m = arctan mp2 > 60° als Briicken- 
|| T-Schaltungen, 


fir my = arctan es = 45° als Doppel- 
| 2. | T-Schaltungen 


existieren (siehe hierzu u. a. [3], [6], [7], [13]). 


4 Sie entsprechen nach Gl. (9) dem Grundgrad n = 1 
bzw. n = 2. 
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Zwei Beispiele fiir den Frequenzverlauf der Lauf- 
zeit auf der imaginaren Achse und die Lage der zu- 
gehorigen Singularitaten der Ubertragungsfunktion 
nach Gl. (8) ist in Bild 2 wiedergegeben. 


0 
© 0 05 10 05 0 
w—> =! 
Bild 2. Laufzeitverlauf von EHlementar-Allpassen sowie 


Verteilung der Nullstellen (0) und Pole (x) ihrer 
Ubertragungsfunktion nach Gl. (8); 


(a) fiir den Grundgrad n = 1, 
(b) fiir den Grundgrad n = 2. 


2. Tschebyschefische rationale Funktionen (TrF) 
2.1. Ursprung und Darstellung der (TrF ) 


In Verallgemeinerung der bekannten Tscheby- 
scheffschen Polynome bewies BERNSTEIN in [2] 
unter anderem die Approximation der Null in einem 
endlichen Intervall durch gebrochen rationale 
Funktionen einer reellen Veranderlichen. Die Tsche- 
byscheffschen Polynome ergeben sich hiernach als 
derjenige Sonderfall, in welchem saimtliche — not- 
wendig auferhalb des Approximationsintervalls 
gelegenen — Pole nach unendlich riicken. 

Im Hinblick auf die Anwendung dieser Bernstein- 
schen TrF in der Netzwerk-Synthese gab HELMAN 
in [5] eine Variante an, welche zu ausschlieBlich ge- 
raden Funktionen einer komplexen Veranderlichen 
fihrt. Wahlt man hierbei das Approximationsinter- 
vall auf der imaginaren /-Achse fiir —1 < m < +1, 
so lautet die durch ihre Pole A, gegebene TrF R(A): 


R(A) = 
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Bild 3. Verlauf einer TrF R(A) vom Grundgrad n = 5 auf 
der positiven imaginaren Achse. 


machten, so eignet sich doch die durch Gl. (14) ge- 
gebene verwickelte Rechenvorschrift nicht fiir eine 
Approximation der Laufzeit. Daher soll vor Eintritt 
in eingehendere Untersuchungen, einem Hinweis bei 
BENNET [1] folgend, eine andere Méglichkeit zur 
Darstellung von TrF gezeigt werden. 


2.2. Herleitung der TrF durch konforme Abbildung 
Durch die in [1] angegebene Transformation 


ae 


2 


wird das Intervall —1 < wm < +1 der imaginaren 
2-Achse auf die vollstiéindige imaginare z-Achse ab- 
gebildet. Trifft man hinsichtlich des Vorzeichens der 
Wurzel in Gl. (15) sowie bei der inversen Transfor- 
mation l 
V2 —1 

die Vereinbarung, daB zugeordnete Punkte in beiden 
Ebenen — wenn tiberhaupt — vorzeichengleiche 
Realteile besitzen sollen, so wird die Abbildung in 
allen regularen Punkten eindeutig umkehrbar. 
Scharfer definiert bedeutet dies, daB man sich die 
A-Ebene beiderseits der Strecke —l1<w< +1 
entlang der imaginaren Achse aufgeschnitten denkt 


(15) 


z-Ebene 
=4 
= «oOo- saa. as 
Bild 4. oe der Abbildungsfunktion 


=V(a2+ 1/2. 


n 


Tl 


ul 


Die Maximalabweichungen im Approximations- 
intervall liegen bei + 1. Bild 3 veranschaulicht den 
Verlauf einer solchen Funktion auf der positiven 
imaginaren Achse. 

Wenn auch He~man und SHarpe [11] von dieser 
Darstellungsform der TrF unmittelbar Gebrauch 


= (ite (242 +1) 42 —22 + 2.4, VA2 + LAV A2+ +H (2RP=E 1) Ae —21,)B+1A~E+I|| 


A + I) (14) 


und fiir die Abbildung dasjenige Blatt der Riemann- 
schen Flache benutzt, auf welchem z von co —> — V2 
fiir 2 von 0 -> —1 geht. Bild 4 veranschaulicht dies 
fiir einige Punkte. 

Stellt man jetzt in der z= x + jy-Ebene mit 
Hilfe eines beliebig gewahlten reellen Hurwitz- 


A.E.U. Band 14 


[1960], Heft 10 E. ULBRICH und H. PILOTY 


polynoms Q(z) entsprechend Gl. (8) bzw. Gl. (11) 
eine Funktion 


Q(z) 
W (2) = 
O= G65 (17a) 
we=T] ——., Re (z,) <0 (17b) 


als Ubertragungsfunktion eines fiktiven Allpasses 
auf, so gilt jedenfalls 


|W(z)|enjy = 1. (18) 


Fiir 0 < y S © wird der Funktionswert W bei Null 
beginnend den Einheitskreis im positiven Sinn 
durchlaufen, wobei die Anzahl der vollen Umlaufe 
genau dem halben Grad n der Funktion entspricht. 

Betrachtet man nunmehr nur den Realteil der 
Funktion oder, was fiir z = jy dasselbe ist, den in z 
geraden Teil der Funktion W (z), also 


_ 1} @) Q(—2) 
Ge {W (z)} = 5 oS O@ | i AER 
Ge {W (z)} — (19b) 
bet ITT Pia ig Il |, Re (z,) <0, 
1 oe ay 1 Z2—24 


so oszilliert dieser auf der imagindren z-Achse zwi- 
schen den Werten +1 und —1. Fir —ooSy< 
++ co wird dabei der Wert Null genau 27-mal durch- 
laufen und (27 + 1)-mal ein Extremwert erreicht. 

Setzt man die Gl. (15) in Gl. (19b) ein, so 1aBt 
sich durch leichte Rechnung zeigen, daB die ein- 
fache Riicktransformation dieses geraden Teiles von 
W (z) in die /A-Ebene zu der in Gl. (14) angegebenen 
TrF (A) fihrt. Ist Q(z) ein Hurwitzpolynom, so 
gilt also eindeutig fiir jede hier und im folgenden 
betrachtete TrF: 


Ufa 2e) } - , 
R(t) = |e} ae aa = (20) 
und umgekehrt ebenso 
we 22)" (21) 
Ge ia ee Re (z,) < 0. 


Damit ist aber ein umkehrbar eindeutiger Zusam- 
menhang gewonnen worden zwischen der Bernstein- 
schen TrF R(A) in der A-Ebene einerseits und einem 
Hurwitzpolynom Q(z) in der z-Ebene andererseits, 
welcher fiir die Lésung des Approximationsproblems 
der Laufzeit sehr forderlich sein wird. 

Zu bemerken ist noch, daB diese TrF R(A) unab- 
hangig davon, ob n gerade oder ungerade, fiir die 
obere Grenze des Approximationsintervalls stets 
den Wert +1 erreicht. Dies riihrt davon her, daB 
dem Punkt 4 =j in der z-Ebene der Punkt Null 
entspricht, an welchem mit 


arc {W (z)}.-0 = 0 
in jedem Fall 
Ge {W (z)}.=0 = + i 


wird. 
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2.3. Verhalten der TrF auferhalb des Approxima- 
tionsintervalls 


Uber das Verhalten der TrF auBerhalb des Ap- 
proximationsintervalls auf der imaginiren Achse 
lassen sich auch noch einige allgemein giiltige Aus- 
sagen machen. Da namlich alle 2n Nullstellen der 
Funktion notwendig innerhalb des Approximations- 
intervalls liegen und die Funktion an den Intervall- 
grenzen den Wert +1 annimmt, so bleibt sie auch 
auBerhalb des Approximationsintervalls positiv, so- 
fern sie nur beschrankt bleibt, d. h. keine Pole auf 
der imaginiiren j-Achse besitzt. Solche Pole lassen 
sich dadurch ausschlieBen, daB man dem Hurwitz- 
polynom Q(z) die Nebenbedingung 

z,reell << —1 (22) 
auferlegt, weil nach Gl. (16) das Intervall —1 <z 
< 0 der z-Ebene auf den auBerhalb des Approxima- 
tionsintervalls gelegenen Teil der imaginaren /- 
Achse iibergeht. 

Weiterhin kann man, wie von HELMAN in der /- 
Ebene bewiesen wurde, unter Zuhilfenahme der 
Transformation nach Gl. (16) sehr einfach zeigen 5, 
da es Hurwitzpolynome Q(z) gibt, welche zu sol- 
chen TrF R(A) fiihren, die nach Verlassen des Ap- 
proximationsintervalls monoton einem endlichen — 
und nach obiger Aussage positiven — Wert zu- 
streben. 

SchlieBlich 148t sich durch Differenzieren der ge- 
eignet angesetzten Funktion nachweisen®, daB die 
TrF R(A), welche auf der imaginéren Achse be- 
schrankt bleiben, im Punkt unendlich mit ihrer 
(horizontalen) Tangente eine Beriihrung genau erster 
Ordnung besitzen. 


3. Tschebyschefische Approximation der Laufzeit 
3.1. Analyse des Approximationsproblems 


In den beiden vorangegangenen Kapiteln wurden 
die Darstellung und die Eigenschaften der Laufzeit- 
funktion sowie der Bernsteinschen TrF beschrieben. 
Da sich die Approximation einer Konstante in 
einem endlichen Intervall auf die Approximation 
der Null zuriickfiihren 1i8t und approximierende 
Funktionen, die dies leisten — sofern es sich nur um 
rationale Funktionen handelt —, notwendig zur 


Tmax 


0 05 10 05 0 

<=" 

Bild 5. Verlauf der Tschebyscheffschen Laufzeitfunktion 
auf der positiven Frequenzachse, hier fiir den 
Grundgrad n = 5. 


5 Der Beweis ist hier unterdriickt, da die obige Aussage 
im Hinblick auf das Approximationsproblem dieser Arbeit 
eine zwar notwendige aber nicht hinreichende Bedingung 
erfillt, 
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Klasse der Bernsteinschen TrF gehéren, besteht die 
zu lésende Aufgabe im wesentlichen aus einer Syn- 
these beider genannten Funktionen-Klassen. 

Wenn daher eine Funktion ¢(A) mit dem Grund- 
grad n nach Gl. (12) eine Tschebyscheffsche Lauf- 
zeitfunktion im Sinne dieser Arbeit sein soll, d. h. 
wenn sie entsprechend Bild 5 im Intervall —1 S » 
< +1 Tschebyscheffsch geebnet ist und zwischen 
den Werten® to -- 6 derart schwankt, da sie im 
Inneren des Intervalls n-mal den Maximalwert 
t) + 6 und hiermit alternierend (n — 1)-mal sowie 
an den Intervallgrenzen den Minimalwert to — 0 
annimmt, so gilt notwendig und unmittelbar: 


1. Die Funktion 


RA) =~ [ro —4(0)] 
ist eine Bernsteinsche TrF im Sinne der Gl. (14) 
vom Grundgrad n, welcher sich mit Gl. (20) ein 
Hurwitzpolynom Q(z) vom Grundgrad n zu- 
ordnen laBt. 

. Die TrF R(A) nach Gl. (23) strebt auf der imagi- 
naren Achse nach Verlassen des Approximations- 
intervalls fiir 2 co monoton dem Wert 7/0, 
d. h. einem endlichen positiven Wert zu, weil t(A) 
hierfiir nach Satz 1 monoton gegen den Wert Null 
strebt. 

3. Die TrF R(A) nach GI. (23) besitzt im Punkt un- 
endlich mit ihrer Tangente eine Beriihrung genau 
erster Ordnung weil ¢(A) hier nach Satz 1 eine 
genau zweifache Nullstelle besitzt. 


4, Die Pole der TrF R(A) nach Gl. (23) haben je 
nachdem, ob sie in der linken oder rechten Halb- 
ebene liegen, das Residuum —1/6d baw. + 1/06, 
weil die von ¢(A) dort nach Satz 2 mit Gl. (12) das 
Residuum + 1 bzw. —1 besitzen. 


(23) 


bo 


' Nicht unmittelbar aber, wie sich durch einfache 
Rechnung zeigen laBt, ergeben sich ebenso not- 
wendig die weiteren Folgerungen: 


5. Die zu approximierende Laufzeit (Soll-Laufzeit) 
To ist von der die Approximationsgiite beschrei- 
benden Schwankung 6 nicht unabhangig. 

6. Die die gesamte Laufzeitfunktion bestimmenden 
Singularitaten /, stehen mit der Schwankung 6 
allein in wohl definierter Beziehung. 


Lu o: 

Uberfiihrt man R(A) nach GI. (21) in die z-Ebene 
und bildet dort den Funktionswert fiir z = —1, 
welchem in der j-Ebene lim R(A) entspricht, so er- 

A—>00 
halt man wegen lim ¢(A) = 0 aus GIL. (23) fiir A = oo 
A—>00 
6(77%+1  w-1 
wine 2 
4 2 (1 ey — 1 i Il ey = 1 24) 


6 Es muf nachdriicklich darauf hingewiesen werden, daB 
die hiermit eingefiihrte Schwankung 6 im Gegensatz zu 
anderen Autoren nicht auf t 9 bezogen, sondern von der 
gleichen ,Dimension‘ wie die normierte Soll-Laufzeit to ist. 
Der Grund ist darin zu sehen, da8 in den meisten Fallen die 
absolute und nicht die relative Laufzeitschwankung von 
technischem Interesse ist. 
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Zu 6: 
Nach Punkt 4 gilt mit Gl. (23) fiir den y-ten Pol 
in der linken und rechten Halbebene 


1 
lim (14 — d,)R(A) = Ba: 
i= +A, 
Da sich das Residuum einer Funktion durch den 
Kehrwert des Differentialquotienten vom Kehrwert 
der an der betrachteten Stelle singuléren Funktion 


ausdriicken lat, kann man schreiben 


(25) 


(26) 


dene ae: 
are |, =F 6. 


= “ih 
Geht man nun mit Gl. (21) in die z-Ebene tiber, so 
wird 


S : = ee ey 
dz LE EEE Iho 
Con Re (z,) <0. 
et hee eens fza=rey 


Ersetzt man den Differentialquotienten dz/d/ durch 
sein nach Gl. (15) bzw. Gl. (16) berechenbares Aqui- 
valent in z und geht wiederum auf die Residuen- 
Darstellung zuriick, so erhalt man mit leichter Um- 
formung 


lim (+2 — z,) Ge iI pes = 
1 


See ey 
ZF thy 4 v 


(28) 
(22 — 1)3/2 

Zz z=t2 M : 
La8Bt man nunmehr die Beschrankung auf den ge- 
raden Teil des Produktes fallen und bildet den 
Grenzwert fiir z = —z,, so ergibt sich unter Be- 


achtung der Verdopplung des Residuums nach 
kurzer Rechnung 


_@-y 


~ 1 
eel 


f= = + d= 0... . == 15 (29a) 
vail 
_@=0? oh ate 
fy = f > o) = = 2 
: eu Blersper: te ( “Re 
vy 


b=, 2. tire le 


Wegen der im Abschnitt 2.2 getroffenen Vorzeichen- 
vereinbarung ist das Vorzeichen der Quadratwurzel 
so zu wahlen, da 

Re [(z2 — 1)12] <0 
wird. 

Dieser durch Gl. (29) definierte Zusammenhang 
ist mit den im Punkt 4 angegebenen Eigenschaften 
identisch. Da aber diese Eigenschaften nach Satz 2 
einerseits fiir das Vorhandensein einer Laufzeit- 
funktion ¢(A) nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend sind und andererseits das Tscheby- 
scheffsche Verhalten durch den Ansatz der Gl. (23) 
mit einer TrF R(A), genauer durch Ubergang von 
F(A) in Gl. (26) auf den geraden Teil des Quotienten 
aus einem Hurwitz- und einem Antihurwitzpolynom 
der z-Ebene in Gl. (27) notwendig und hinreichend 
begriindet ist, resultiert die Erfiillung der Gl. (29a, b) 
als alleinige notwendige und hinreichende Forde- 
rung fiir das Vorhandensein einer Tschebyscheff- 
schen Laufzeitfunktion. 
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Die Gl. (29a, b) sind demnach charakteristisch fiir 
das Approximationsproblem und stellen bei Vor- 
gabe des Grundgrades n und der Schwankung 6 fiir 
n > 1 ein System von n simultanen Bestimmungs- 
eee een fiir die n unbekannten Singularitaten 
2, dar. 


3.2. Konstruktion der Tschebyscheffschen Laufzeit- 
funktion 


Nach Wahl bestimmter GréBen n und 6 liege nun- 
mehr ein Satz von n Nullstellen z, eines reellen Hur- 
witzpolynoms Q(z) vom Grade n vor, der die Gl. 
(29a, b) erfiillt. 

Diese z, geniigen also den Nebenbedingungen 

a) Re(z,) < 0, 
b) reelle z, < —1, 
c) alle z, verschieden. 


Dann ist das hiermit gebildete Polynom Q(z) ein 
Hurwitzpolynom, welches mit Gl. (20) zu einer sol- 
chen TrF R(A) fiihrt, die der Residuenbedingung 
nach Gl. (26) gehorcht. Mit Hilfe der nach Gl. (24) 
berechenbaren Soll-Laufzeit t9 kommt man in Um- 
kehrung der Gl. (23) zu der gesuchten Laufzeit- 
funktion 


t(A) = 1) — 6- R(A). (30) 


Praktisch wird es geniigen, die Werte z, nach Gl. (16) 
in die j-Ebene zu transformieren und die so ge- 
wonnenen A, in die Gl. (12) einzusetzen. Wegen der 
getroffenen Vorzeichenvereinbarung wird mit obiger 
Bedingung a) gelten 

Re (A,) < 0. 


Mit der Bedingung b) werden (negativ) reelle z, in 
(negativ) reelle J, ibergehen und mit c) werden alle n 
2, verschieden sein. 


3.38. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung 


Die durch das Approximationsproblem gestellte 
Aufgabe ist nunmehr zuriickgefiihrt auf das Auf- 
finden von n Zahlenwerten z,, welche die Nullstellen 
eines reellen Hurwitzpolynoms Q(z) vom Grad n 
sind und den Gl. (29a, b) geniigen. Gleichzeitig ist 
bewiesen, daB es andere Lésungen des. Problems 
nicht geben kann. 

Zu zeigen bliebe noch, da die geschilderte Auf- 
lésung des Systems (29) immer und eindeutig mog- 
lich ist. Es besteht die starke Vermutung, daB dies 
der Fall ist. Sie griindet sich nicht nur auf die Er- 
fahrung bei der numerischen Rechnung, deren Er- 
gebnisse im einzelnen im Kapitel 4 behandelt und 
im Anhang III wiedergegeben sind, sondern wesent- 
lich auch auf die Natur des ganzen Problems. 

Man kann namlich immer erreichen, daB eine 
nach Gl. (12) gebildete Laufzeitfunktion t (A) auf der 
imaginaren Achse eine dem Grundgrad n gleiche 
Anzahl von Maximalwerten annimmt. Stetigkeits- 
betrachtungen legen es nahe, dafi diese Maxima so- 
wie die zwischen ihnen gelegenen Minima jeweils 
unter sich gleich hoch gemacht werden konnen 
(Existenz). 
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Kiner auf solche Weise Tschebyscheffsch geebne- 
ten Laufzeitfunktion ¢(A) entspricht aber nach Gl. 
(12) in eindeutiger Weise ein Satz von n Singulari- 
taten A, und diesem wiederum genau eine mittlere 
(Soll-)Laufzeit to baw. eine Schwankung 6, welche 
beide nach Punkt 5 des Abschnittes 3.1 vonein- 
ander abhangig sind. Daher erscheint es gerecht- 
fertigt anzunehmen, daB bei Vorgabe des Grund- 
grades m und der Schwankung 6 immer nur eine 
Lésung des Approximationsproblems  existiert. 
Dann aber gibt es — abgesehen von einem hinzu- 
gefiigten konstanten Faktor — immer ein und nur 
ein reelles Hurwitzpolynom Q(z), dessen Nullstellen 
den Bedingungen (29) geniigen (Eindeutigkeit). 


3.4. Explizite Lésung fiir n = 1 und n = 2 
2) a 


In diesem Fall ist nur die Gl. (29a) aufzulésen. 
Durch Einsetzen von GI. (15) kann man sofort in die 
A-Ebene iibergehen und erhalt nach kurzer Zwischen- 
rechnung fiir die Bestimmung der negativ-reellen 
Singularitat 2, die Gleichung 

1 
Ai +A +5 =0. (31) 
Auch die Soll-Laufzeit to laBt sich noch sehr einfach 
angeben. Wie Bild 2a zeigt, liegt das Maximum bei 
w = 0 und die leicht berechenbare Laufzeit betragt 
hier 


Da nach Definition 
C0) =) Umax =a a) 


ist, erhalt man nach Eliminieren von 6 aus Gl. (31) 
fiir die Soll-Laufzeit 
24+ 1 


Sky HOPES oo 


TO 


b) 2 = 2 


In diesem Fall existiert neben der Singularitat 21 
fiir 4 = 2 noch die konjugiert-komplexe 2. = z;. 
Die aus Gl. (29b) abzuleitende Gleichung (siehe 


auch Abschnitt 3.5) lautet 
Pe tee Dalen peat 


ah, 
24 et ey 


(33) 


Eine so einfache Lésung wie fiir n = 1 ist hier be- 
reits nicht mehr méglich, doch laBt sich der geo- 
metrische Ort fiir alle Singularitaten in der A-Ebene 
bestimmen. Mit 


zy + 2] = 2 Re (a1) 


wird der zweite Summand in Gl. (33) rein imaginar. 
Infolgedessen gilt fiir den ersten 


=i ie = 132 


und — 2, +2, = —2Im (1) 


2 —s 
ay 


Geht man wieder mit Einsetzen von Gl. (15) in die 
j-Ebene iiber, so erhalt man 


Re (43 + 4,) =0. 
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Setzt man 2, = a1 + jf, so ergibt sich 

a (a — 38, +1) =0. 
Da die Loésung «; = 0 auszuschlieBen ist, erhalt 


man als geometrischen Ort aller Lésungen die Hy- 
perbel mit der Mittelpunkts-Gleichung 


ay pire 
1 ae 

(1/3) 
Der im II. Quadranten liegende Hyperbelast ist in 
Bild 6 wiedergegeben. 


(34) 


A-Ebene 


n ee 0) 

-4 =3 7) =i 0 
Bild 6. Geometrische Orter der Lésungen fiir den Grund- 
grad n = 2; Hyperbelast: Singularitat A,, Halb- 
kreise: spezielles Laufzeitminimum Ttmin = To — 0. 


Von allen weiteren noch elementar berechenbaren 
Ergebnissen fiir den Spezialfall des Grundgrades 
n = 2 sei — seiner Hinfachheit halber ohne Ab- 
leitung — der geometrische Ort fiir vorgegebene 
Minimal-Laufzeit 


Tmin = To — O 


angegeben. Es ist dies der Kreis mit der Gleichung 


Y 2 5 9 2 
a1 — 2 : 
: <4 al Pi (| 


zwei dieser Kreise sind in Bild 6 angedeutet. Man 
erkennt daraus, daB bei Vorgabe von tTmin — wenn 
uberhaupt — dann im allgemeinen zwei und nur in 
dem Grenzfall der Berithrung von Kreis und Hy- 
perbel genau eine Loésung existiert (tmin = 3,0). 
Daher erscheint es unzweckmaBig wie in [5], die 
Minimal-Laufzeit tmin als freien Parameter einzu- 
fiihren. 


(35) 


*—T max = 23,44 


0 05 10 05 0 

= 

Bild 7. Frequenzverliufe der Laufzeit fiir zwei spezielle 
Lésungen fiir den Grundgrad x = 2 mit tmin = 1,0. 
In dem einen Fall ist die Schwankung wegen 
6 = 0,008 84 nicht mehr erkennbar. 
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Der in Bild 6 gezeichnete groBere Kreis entspricht 
der einen von Heiman angegebenen Lésung fiir 
Tmin — 1EOR 


Au = —2,914213562 + j1,778 823 645. 


Es existiert fiir den gleichen Wert tmin = 1,0 aber 
noch die zweite Lésung \ 


Az = — 0,085786438 + j0,579470824. 
Bild 7 zeigt hierzu die Verlaufe der Laufzeit. 


3.5. Aufstellung eines linearen Gleichungssystems 
zur iterativen Lésung 


Fiir den allgemeinen Fall, d.h. jedenfalls ab 
n > 2, ist eine explizite Lésung des Systems nach 
Gl. (29b) nicht mehr méglich, da die Gleichungen 
nicht nur nicht linear, sondern auch irrational sind. 
Bei Anwendung des Newtonschen Naherungsver- 
fahrens fiir mehrere Veranderliche gelingt es aber, 
die Koef fizienten-Matrix fiir ein lineares Gleichungs- 
system aufzustellen. Geht man hierzu von n Nahe- 
rungswerten Z,9 aus, so gilt fiir die w-te Gleichung 


 [ OF 
ar = > (Fe), d= — Fale) (6) 
1 v y— “v0 


In dem so gewonnenen linearen Gleichungssystem 
stellen die Korrekturen Az,9 die Unbekannten dar, 
wahrend die n-reihige quadratische Koeffizienten- 
Matrix im wesentlichen durch die partiellen Ab- 
leitungen der Funktion F',,(z,) nach den einzelnen 
Singularitaten z, gegeben ist. Die rechten Seiten des 
Systems sind, da es sich bei den z,9 nicht um Lésun- 
gen, sondern nur um Naherungen handelte,; nicht 
Null, sondern miissen dem negativen Wert der 
Funktion F’,, (2,9) gleichgesetzt werden. 

Da nun im allgemeinen die Singularitaten z, kom- 
plex sind, werden auch beide Seiten der Gl. (36) 
komplexwertig; effektiv erhalt man also aus jeder 
der n Gleichungen zwei, naémlich eine Realteil- und 
eine Imaginarteilgleichung. Andererseits aber laBt 
sich leicht zeigen, daB jede Gleichung, in der z, den 
den Wert 2; erhalt, gegeniiber derjenigen fiir z, = z; 
keine neue Aussage mehr, sondern nur eine Uber- 
fiihrung in den konjugiert-komplexen Wert bringt. 
Daher bleibt es schlieBlich doch bei nur insgesamt 
nm linearen und reellen Realteil- bzw. Imaginarteil- 
gleichungen. 

Nach Auflésung des Systems erhalt man iiber die 
n errechneten Werte Az neue, verbesserte Werte fiir 
die Singularitaéten; nach dem ersten Schritt wird 
also 


1 = 20 + Aro. (37) 


Auf diese Weise ist ein iteratives Verfahren ge- 
wonnen, das — wenn nur hinreichend brauchbare 
Naherungen benutzt werden — konvergieren muB, 
da nach den Ergebnissen des Abschnittes 3.3 offen- 
bar genau eine Lésung des Problems existiert. 

Zur Bestimmung der partiellen Ableitungen nach 
Gl. (36) seien noch im einzelnen folgende Rechen- 
vorschriften angegeben: 


ot ‘ 4ay 
Ot ra r 
a aa ae. 
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: 22 “| aut2 
v=ttuU: a) = " : ra (38 a) 
BA oy ay bm 
OF , Z v= 
Oz = Upp + py 
” 2 5 9 n n 
: (Bie Nera 2) eae Sens ex Zu t2Z 
: 2 Li: ; re) > i : 38 b 
ce r= —22 4+ 22 y=1—%u % ( ) 
H+ v= UL 


Aus den so berechneten Ableitungen werden die 
Elemente a,, der quadratischen Koeffizienten- 
Matrix A sowie entsprechend Gl. (36) die Elemente 
a, des Spaltenvektors a der rechten Seite bestimmt. 
Im einzelnen ist also 


: A-Az=a (39a) 
mit 
Q11 G12... Ay Ain ay 
21 22... A2y A2n a2 
oes Soi . 39b 
Anyi Ay... An Aun An | ~ ( ) 
Ani An2.--An ann An 


Zur Aufteilung der Gl. (36) in Realteil- und Imagi- 
narteilgleichung dient der Ansatz 


oF : 
a, Az = (w+ jv) (de + jy) = 
= uAx — vAy + j(vAx + wAy). 
eg TV e's 


(40) 


Ferner sei (41) 
Im allgemeinen hat man jeder Singularitat z, zwei 
Matrixspalten zuzuordnen, die erste der Unbekann- 
ten Ax, die zweite der Unbekannten Ay. Wahrend 
fiir reelle z, die zweite Spalte entfallt, faBt man bei 
komplexen Werten z, die Spalten von z, mit denen 
von z, zusammen. 

Fiir z, reell ergeben sich damit die Elemente der 
p-ten Zeile wie folgt: 


eee, fiir z, reell, 

up => thy + Up, tl te z, komplex (42a) 
Ay, 41 = — (Vp — Vp, v+1) und 241 = % 

On = —U,. 


Fiir z, komplex ergeben sich die Elemente zweier 
Zeilen, der y-ten und der (u + 1)-ten Zeile, zu 


Aw CITE, 

Qut+1,y = Vu 

Duy = Upy = Up, v+1> Aut oe a! (Uppy — Vu,v4+1 
Aut+l1,y = Oi a Vu,v+1> Qyut+1, +1 = Up — Up, vt1 
Gy = —U,, 

Ol Vas 


Die der »-ten Spalte entsprechende Lésung des Sy- 
stems ist dann die KorrekturgréBe Ax, der reellen 
Singularitét z, bzw. die KorrekturgréBe Az, des 
Realteils und die der (vy + 1)-ten Spalte entsprechen- 
de Lésung ist die KorrekturgroBe Ay, des Imaginar- 
teils der komplexen Singularitat z,. 


3.6. Auflésung des Gleichungssystems 
Hat man die Koef fizientenmatrix sowie die Funk- 
tionswerte der rechten Seite einmal aufgestellt, so 


kann zur Auflésung grundsatzlich jedes der be- 
kannten Verfahren benutzt werden. Da der Grad 
der approximierenden Funktion und damit die 
Ordnung des Gleichungssystems in allen praktischen 
Fallen nicht beliebig hoch sein wird, eignet sich das 
Eliminations-Verfahren nach Gauss-BaNACHIE- 
wicz [14] hierfiir sehr gut. 

Im iibrigen aber darf an dieser Stelle auf das ein- 
schlagige Schrifttum iiber Matrizenrechnung ver- 
wiesen werden. 


3.7. Erweiterung auf das allgemeine endliche 
Approximationsintervall 


Soll im Gegensatz zur bisherigen Approximation 
das Intervall bei einer endlichen, von Null ver- 
schiedenen Frequenz f_,4 beginnen und sich bis zur 
oberen, ebenfalls endlichen Frequenz /, erstrecken, 
so ist eine von Gl. (15) abweichende Transformation 
zu beniitzen’. 

Zunachst empfiehlt es sich, als Bezugsfrequenz fp 
das geometrische Mittel der Intervallgrenzen zu ver- 


wenden ee Veta (43) 


Nach der Normierung entsprechend Abschnitt 1.2 
sind die Intervallgrenzen w—,4 und wa, zueinander 
reziprok : ES Creat (44) 
Die jetzt geforderte Abbildung der beiden Approxi- 
mationsintervalle 


—oaSsoS—o~ und waSoSoa 


auf die vollstaéndige imaginare z-Achse leistet die 


Transformation 
eee etc (45) 
| fine reel? mit der inversen 
) ae komplex A= x= — (46) 
und 2,41 =, ; 


Samtliche in den Abschnitten 3.1 
bis 3.3 angestellten Uberlegungen 
gelten sinngemaB auch hier mit 
der einzigen Ausnahme, dai der Grundgrad n jetzt 
notwendig gerade sein muB. Wenn auch bei tiefpaB- 
artigem Tschebyscheffschem Laufzeitverhalten ge- 
nau eine reelle Singularitét moglich ist, so erkennt 
man bereits aus Bild 2a, daB eine solche bei band- 
paBartigem Verhalten nicht mehr zugelassen werden 
kann. 


(42b) 


? Von dieser Méglichkeit wurde fiir das Dampfungsver- 
halten bereits in [10] Gebrauch gemacht. 
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Fiihrt man nunmehr den aus Gl. (46) gewonne- 
nen Differential quotienten dz/d/ an Stelle desjenigen 
von Gl. (16) in die Gl. (27) ein, so erhalt man nach 
kurzer Rechnung an Stelle von GI. (29b) fiir band- 
paBartiges Laufzeitverhalten die allgemeinere Glei- 
chung 


; = 2 2 (v2 3/2 n 
Yi Vor — Wa & (Zi 1) ! eu +e ey =(), 
het BE; 9 = 
i wo,—o,? ae yi Su ey 
5 y= 
i=l, Done retts meerage, (47) 


Sie unterscheidet sich von GI. (29b) nur durch einen 
Faktor beim ersten Summanden, welcher fiir 


@x—>1 und wy'+0 


notwendig zu eins wird. Damit ist die — allein schon 
der Anschaulichkeit halber — zu Anfang gezeigte 
Approximation tiefpaBartigen Laufzeitverhaltens 
als ein Sonderfall der allgemeinen Gl. (47) gekenn- 
zeichnet. 

An Stelle der G1. (88b) tritt jetzt die partielle Ab- 


leitung fir y= 2= p: 


oF , fe (2 —1)1? 
= A SS 
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wahrend die in tiberwiegender Zahl auftretenden 
Ableitungen fiir » = 7 +m auch hier genau der in 
Gl. (38a) angegebenen Form entsprechen. 

In Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse 
und gestiitzt auf die im Abschnitt 3.3 geauBerte 
Vermutung sowie auf die Erfahrungen an Hand 
praktischer Berechnungen erscheint somit gerecht- 
fertigt der 


Satz 3: Fiir eine Laufzeitfunktion (2) mit Tscheby- 
scheffschem Verhalten innerhalb eines end- 
lichen Intervalles auf der positiven imagi- 
naren Achse existiert bei Vorgabe des Grades 
und der Approximationsgiite genau eine 
Lésung. 


3.8. Realisierung durch dimpfende Netzwerke 


Bisher wurde in der Arbeit ausschlieBlich die 
Realisierung der Tschebyscheffschen Laufzeit durch 
Allpasse angenommen. Demgegeniiber ist es vom 
Laufzeitverhalten her gesehen jederzeit médglich, 
einen realisierenden TiefpaB oder BandpaB mit be- 
liebig gelegenen Dampfungspolen zu entwerfen, 
wenn nur die Dampfungsforderungen hierdurch er- 
fullt werden koénnen. 

Da die fiir einen Reaktanzvierpol zulassigen 
Dampfungspole zur Laufzeit keinen Beitrag liefern, 
kénnen sie im folgenden auBer acht gelassen werden. 
Somit gentigt es, das Zahlerpolynom E (A) der Uber- 
tragungsfunktion H(A) nach Gl. (6) allein zu be- 
trachten. 
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Bild 8. Laufzeit- und Dampfungsverlauf des Tiefpasses 
n = 5,it0 = 6,5, 0 = 1,629. 


Ohne auf Einzelheiten in der Herleitung einzu- 
gehen, bedeutet dies praktisch, daB das angegebene 
Lésungsverfahren unverandert beibehalten werden 
kann, wenn man nur an Stelle der erwiinschten 
Schwankung 6 formal 26 einfiihrt. 

Bild 8 zeigt Laufzeit- und Dampfungsverlauf fiir 
einen Polynom-TiefpaB vom Grade n = 5 (er be- 
sitzt dieselbe Schwankung 6 wie der im Abschnitt 
4.2 naiher zu untersuchende AllpaB). Zu dem im 
Kapitel 4 ausfiihrlich beschriebenen Beispiel eines 
Allpasses mit bandpaBartigem Laufzeitverhalten 
(siehe Bild 12) ist Laufzeit- und Dampfungsverlauf 
des entsprechenden Polynom-Bandpasses gleicher 
Schwankung 6 in Bild 9 wiedergegeben. 

Man erkennt aus den zwei Beispielen, da diese 
Filter durch Hinzufiigen geeignet gewahlter Damp- 
fungspole gegebenenfalls auch praktisch auftretende 
Forderungen erfiillen kénnen. Gelingt dieses aber, 
so kommt man hiermit zu Minimum-Phasen-Netz- 
werken, welche in jedem Fall auch ein Minimum 
an Schaltelemente-Aufwand gewahrleisten. 

Andererseits ist es méglich, zu einem zundchst 
nach der Vorschrift fiir Allpéisse entworfenen Tsche- 
byscheffschen Laufzeitverhalten die Dampfungs- 
pole nach [1] derart zu bestimmen, da8B im gleichen 
Approximationsintervall die Dampfung ebenfalls 
Tschebyscheffsch verlauft. Uber den Dampfungs- 
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Bild 9. Laufzeit- und Dampfungsverlauf des Bandpasses 
n = 10, 6 = 0,25, wa = 1,25. 
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verlauf auBerhalb des Approximationsintervalls 
kann dann nicht mehr verfiigt werden. Doch soll 
auf diese sicherlich bedeutsamen, aber von dem 
eigentlichen Approximationsproblem der Arbeit 
wegfihrenden Sonderfille nicht weiter eingegangen 
werden. 


4. Diskussion praktischer Ergebnisse 
4.1. Uberblick tiber die gerechneten Faille 


So einfach die im Kapitel 3 gewonnene allgemeine 
Lésungsgleichung (47) auch erscheinen mag, bedeu- 
tet sie im konkreten Fall einer auszufiihrenden 
Approximation doch erhebliche Rechenarbeit, so- 
fern man auf die herkémmlichen Hilfsmittel an- 
gewiesen ist. Hier konnten auf der PERM mit Hilfe 
eines allgemein gehaltenen Maschinenprogrammes 
zahlreiche Approximationen ausgefiihrt werden. 

Die praktisch erzielten Ergebnisse bestatigten den 
theoretischen Ansatz in jeder Beziehung. Ein we- 
sentlicher Teil der approximierten Falle ist zu einem 
Katalog zusammengestellt und im Anhang III auf- 
genommen worden. Dabei handelt es sich um die 
Allpasse vom Grundgrad n = 1 bis n = 10 mit der 
normierten Schwankung 6 = 0,01; 0,02, ... , 0,1 so- 
wie ab 6 = 0,1 in Stufen von 0,1 bis 6 = 0,5. Mit 
diesen Tabellen-EKingangswerten k6énnen u.a. die 
Singularitaéten A, des jeweiligen Hurwitzpolynoms 
#y(A) entsprechend Gl. (7) zum unmittelbaren Ge- 
brauch fiir den Benutzer entnommen werden. 


4.2. Konvergenzbetrachtungen, Wahl der Naherungen 


Wie die Erfahrungen zeigen, konvergiert das an- 
gegebene Verfahren sehr rasch, sofern nur einiger- 
maBen sinnvolle Naherungswerte fiir die Singulari- 
taten vorgegeben werden. 


ar 

Bild 10. Tschebyscheffscher 
Laufzeitverlauf des 
Allpasses n = 5, 

Tiss O=— 1,629. 


0 05 


1 4 
<—) 


Zur naheren Untersuchung moge das Beispiel des 
Bildes 10 vom Grundgrad n = 5 mit 6 = 1,629 und 
Tt = 12 dienen. Die zu erzielende Genauigkeit sei 
durch die Approximation erreicht, wenn die Kor- 
rekturen jeder der Komponenten der Singulari- 
taten in z kleiner als 10~? geworden sind. 

Aus der Tabelle I sind die benutzten Naherungen, 
die Zahl der jeweils bendtigten Iterationsschritte 
sowie als weiteres Kriterium fiir die Konvergenz der 
Quotient g aus der sich bei jedem Schritt nach 
Gl. (36) ergebenden Norm 
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Tabelle I. 
Angaben zur Konvergenz des Verfahrens fir n = 5 und 
6 = 1,629 bei Vorgabe verschiedener Naherungen: 
a) Singularitéten nach DARLINGTON, 
b) Tschebyscheffsch mit 6 = 0,5, 
c) die fiinf 10. Einheitswurzeln in der linken Halbebene, 
d) die fiinf auf einer Geraden liegenden Punkte 
A=—1+j0,4k (k = 0,1, 2). 


Fall | a b c d 

ay 10° -0,4 | 10! -0,2 10! -0,3 10! -0,3 
q2 10-1 - 0,2 10° -0,5 10! -0,1 10! -0,1 
q3 10-3 - 0,9 10° -0,2 101 -0,1 101 -0,1 
q4 10-5: 0,4 | 10-1-0,3 10! -0,1 101 -0,1 
q5 10-2: 0,1 10! -0,1 10! -0,1 
qe i 10-5-0,5 | 10° -0,5 10! -0,1 
qn 10° -0,4 | 10! -0,1 
qs 10° -0,1 | 10! -0,1 
qo | 10-1 - 0,2 101 -0,4 
q10 10-8 - 0,4 10° - 0,1 
qu 10-2-0,1 | 10° -0,7 
qi | | 10° -0,3 
qs | 10° -0,1 
ae | 10-2- 0,8 
peal 10-4-0,5 


und derjenigen des vorhergegangenen Schrittes zu 
entnehmen: mi 
Gi = aa 

In der Spalte des ersten Schrittes ist die Norm a, 
selbst angegeben. 

Man kann hieraus die dem Newtonschen Ver- 
fahren eigene quadratische Konvergenz entnehmen, 
sofern nur einmal sehr abseitig gelegene Naherun- 
gen, wie z. B. die der Falle c) und d), etwas korrigiert 
waren. Gerade die beiden letzteren Falle zeigen, wie 
unempfindlich das Verfahren gegeniiber der Wahl 
der anfanglichen Naherungswerte ist. Zu den glei- 
chen Feststellungen gelangt man auch bei so hohen 
Graden wie n = 12 (siehe hierzu Anhang I), wel- 
chen immerhin eine vollstéindige Ubertragungs- 
funktion nach Gl. (7) vom Grade 24 entspricht. Die 
numerischen Schwierigkeiten bei der Aufstellung 
einer Ubertragungsfunktion solchen Grades auf 
Grund vorgegebener Daimpfungsforderungen selbst 
unter Zuhilfenahme elektronischer Rechenanlagen 
sind bekannt. 


4.3. Definition des Ausnutzungsfaktors 


Mit der nach Gl. (9) gegebenen Definition des 
Grundgrads n betrigt die Gesamtphasendrehung 
eines Allpasses fiir 0 < w < co bekanntlich 


(49) 


Die von der Kurve einer Laufzeitfunktion als dem 
Differentialquotienten des Phasenmafes und der 
positiven Frequenzachse eingeschlossene Flache ist 
demnach ebenfalls genau gleich n - 7. Je groBer also 
der iiber dem Approximationsintervall erscheinende 
Teil dieser innerhalb jeden Grades konstanten 
Flache ist, um so wirkungsvoller wird der eben 
durch diesen Grad bedingte Aufwand an Schalt- 
elementen ausgeniitzt sein. Damit erscheint die De- 


bges = 1 TC. 
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finition eines Ausnutzungsfaktors 


(50) 


TO 
"= — (@4 — W-a) 

NT 
gerechtfertigt. Bei tiefpaBartigem Laufzeitverhalten 
wird im Fall der in der Arbeit gebrauchten Normie- 
rung der Klammerausdruck in der Gl. (50) zu eins. 
Fiir den im Abschnitt 4.2 (Bild 10) angefiihrten 
Fall des Grundgrades n = 5 mit 6 = 1,629 und 

tT = 12 erhalt man 


n = 12/5x = 764%. 


Zum Vergleich sei angefiihrt, daB ein AllpaB nach 
Tuomson fiir ebenfalls n = 5 und to = 12 einen 
Ausnutzungsfaktor 1 = 50,1% besitzt. 

Andererseits verhilft die Einfiihrung des Aus- 
nutzungsfaktors zu einer weiteren Erkenntnis und 
aus diesem Grunde wurde er auch in den Katalog 
des Anhangs mit aufgenommen. Wie aus der Zu- 
sammenstellung der Ausnutzungsfaktoren fiir die 
katalogisierten Falle (Bild 14 im Anhang III) her- 
vorgeht, wachst der Ausnutzungsfaktor nicht nur 
mit der Verschlechterung der Approximationsgiite, 
d. h. der Vergré8erung der Schwankung 0, sondern 
auch mit der Erhéhung des Grades bei konstant ge- 
haltenem 6. Wiinscht man also eine vorgegebene 
Laufzeit zu approximieren, so ist es aufwandsmabig 
stets giinstiger, den geschlossenen Entwurf eines 
Allpasses hohen Grades als eine Zusammenschaltung 
mehrerer fiir niedrigeren Grad entworfener vorzu- 
sehen. Die technische Realisierung ist trotzdem 
immer durch Kettenschaltung einer entsprechenden 
Zahl von Elementar-Allpassen moglich, die einzeln 
abgeglichen werden kénnen. 


4.4. Ndherungsweise Vorausberechnung der approxi- 
mierten Laufzeit 


Die Ableitung des beschriebenen Approximations- 
verfahrens bedingte, da8 man fiir den Entwurf eines 
Netzwerkes mit Tschebyscheffschem Laufzeitver- 
halten grundsatzlich von zwei GroBen auszugehen 
hat: Von dem gewahlten Grundgrad n und der ge- 
wahlten Schwankung 6. Wenngleich dies in vielen 
Fallen den technischen Realititen entsprechen mag, 
so kann andererseits auch die zu approximierende 
Laufzeit to als die primar zu realisierende physi- 
kalische GroBe auftreten. Einer solchen Forderung 
entspricht bei Filtern mit Tschebyscheffschem 
Dampfungsverhalten (in Durchlaf- und Sperr- 
bereich) diejenige, das Filter fiir eine vorgegebene 
Mindestdampfung im Sperrbereich exakt auszu- 
legen. Dieses aber ist bisher auch theoretisch erst 
dann méglich, wenn man die Parameter approxi- 
mierender Ubertragungsfunktionen bzw. charakte- 
ristischer Funktionen bereits errechnet hat. Prak- 
tisch stiitzt man sich daher auf Erfahrungswerte 
oder Kataloge. 

Demgegeniiber kommt man fiir tiefpaBartiges 
Tschebyscheffsches Laufzeitverhalten zu einem Zu- 
sammenhang zwischen dem Grad n, der Schwan- 
kung 6 und der approximierten Laufzeit to, der 
letztere bereits vor Ausfiihrung der Approximation 
mit guter Naherung zu bestimmen gestattet. 
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Tragt man nadmlich die approximierte Laufzeit To 
in Abhingigkeit von der Schwankung 6 jeweils in 
logarithmischem Mafstab auf (Bild 15, Anhang ITD), 
so ergibt sich — erwiesenermaBen nur scheinbar — 
eine Schar von Geraden, wobei der Grundgrad n den 
Scharparameter bildet. Wie im Anhang II naher 
ausgefiihrt, gelangt man durch diese Deutung zu 
der Naherung (51) 


worin a», und b, zwei fiir jeden Grad charakteristi- 
sche GréBen darstellen. Da sich diese ein fiir alle 
Mal bestimmen lassen — sie sind fiir die betrachte- 
ten Grade n = 1,... , 10 in den Anhang II mit auf- 
genommen —, ist man nunmehr in der Lage, bei 
Vorgabe des Grades n die zu jeder Schwankung 6 
gehorige mittlere Laufzeit to mit einer fiir die prak- 
tische Realisierung in den meisten Fallen ausreichen- 
den Genauigkeit zu bestimmen und umgekehrt. 


b 
TT Vand ”> 


4.5. Bin Beispiel fiir den praktischen Entwurf 


Als ein Beispiel fiir die Anwendung werde ein Allpak 
héheren Grades mit bandpaBartigem Laufzeitverhalten ent- 
worfen. 


Forderungen: 
zu approximierende Laufzeit JZ’ = 79 = 125 (1 + 0,01) us, 
zulassige Schwankung A7’=-+1 us, 


Frequenzbereich f-a = 40 kHz bis fs’= 62,5 kHz, 
AbschluBwiderstand jt — he —= 600 02 
Entwurf: 


Nach Gl. (43) wird die Bezugsfrequenz 
fp = Vi-a fa = /40- 62,5 = 50 kHz. 


Als normierte Grenzen des Approximationsintervalls er- 
halt man 


WM-A j 50 0,8, 
a) wh ol * 0 ee ise Nee 
A ; 50 —= 1,40, 
Nach Gl. (5) wird die Bezugslaufzeit 
1 I 10 
i = ae 
B Onis Dn 50010e et nee eae 


Die normierte zu approximierende Laufzeit ist somit 
To — 125(1+0,01) 7 
TR 10 
Nimmt man als Erfahrungswert einen Ausnutzungsfaktor 
n = 55% an, so erhalt man mit Gl. (50) fiir den Grad 


T= = 39,270 + 1%. 


(1,25 — 0,8), 


Die zugelassene normierte Schwankung ergibt sich zu 
ANE hse 
Tz 10 


Os = 0,314. 


Die Approximation werde durchgefiihrt fiir 
7A OS und oi==20, 255 


__ Zur Bestimmung der ersten Naherungen fiihren folgende 

Uberlegungen: Mit n = 10 gruppieren sich im II. Quadran- 
ten fiinf Singularitaten im naheren Bereich des Approxima- 
tionsintervalls etwa so, wie bei tiefpaBartigem Laufzeit- 
verhalten fiir » = 5 und fiir das Intervall —1 Sys 5 il. 
Daher werden die Lésungen fiir n = 5 und 6 = 0,2 aus dem 
Anhang ITI (mit drei Stellen) entnommen: 


by 
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ii 0.380) 
As°3 = — 0,375 + j0,507 , 
A4’5 = — 0,303 + j0,979 . 


Mit dem Verhaltnis der Approximationsintervalle wird 
eine MaSstabsinderung x vorgenommen: 


% = (Ma — w-a)/2 = 0,225. 


Mit A; = «2;’ werden durch Rechenschieber-Rechnung 
Ai = —0,0875, 
A2,3 = —0,0845 + j0,114, 
44,5 = —0,0682 + j0,22 . 


Diese Zwischenwerte werden symmetrisch zum Punkt 
A = j im II. Quadranten angeordnet und die zugehérigen 
konjugiert-komplexen Singularitaten des IIT. Quadranten 
dazugefiigt. Mit 2, = 4;+j erhalt man die gerundeten 
Werte 

A4,1* = — 0,088 + ifs 

A2,0* = — 0,085 + 31,114, 

A3,3* = — 0,085 + j0,886 , 

A4,4* = — 0,068 + j1,22, 

A5,5* = — 0,068 + j0,78. 


Bei Vorgabe dieser Naherungswerte konvergierte das 
Approximationsverfahren fiir die Schranke | 4/A| < 10710 
nach acht Iterationsschritten. Die mittlere Laufzeit ist 
T = 39,356 mit 7 = 56,4%; die gestellten Forderungen 
k6énnen damit erfiillt werden. Fiir die Singularitaten erhalt 
man als Lésungen 

A1,1* = —0,114851468 + j1,025224774, 
22,2* = —0,109598995 + j1,146020455 , 
13,3* = —0,109753066 + j0,904326415, 
A4,4* = — 0,084987 609 + j1,259372919 , 
A5,5* = — 0,085 231480 + j0,790679 159 . 
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Bild 11. 
Schaltung des All- 
passes zu dem Bei- 
spiel des Abschnit- 
tes 4.5 fiir den 
Grundgrad n = 10. 
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Bild 12. Laufzeitverlauf des Allpasses zu dem Beispiel des 
Abschnittes 4.5 fiir den Grundgrad n = 10. 
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Hieraus ergeben sich in bekannter Weise (siehe Ab- 
schnitt 1.5) die GréBen der Schaltelemente fiir die fiinf 
Elementar-Allpiasse der in Bild 11 wiedergegebenen Schal- 
tung: 


AllpaB| ee | é 

Se 1 | 2 | 3 | 4 5 

Cy [31,12 [24,17 |23,10 |24,20 | 31,21 | oF 
I, | 1,030 | 1,010 | 0,824 | 0,632 | 0,408'| mH 
Co | 2,998 | 2,980 | 2,409 | 1,821 | 1,153 | nF 
Iz | 5,602 | 4,350 | 4,157 | 4,357 | 5,618 | mH 


Der Laufzeitverlauf ist Bild 12 zu entnehmen. 


Zusammenfassung und Schlu&wort 


Wahrend in der Netzwerktheorie verschiedene 
Verfahren zur Approximation Tschebyscheffschen 
Dampfungsverhaltens bekannt und auch gebrauch- 
lich sind, konnte die Tschebyscheffsche Approxima- 
tion konstanter Gruppenlaufzeit bisher noch nicht 
gelést werden. In der vorliegenden Arbeit wurde 
hierzu ein schliissiges Verfahren angegeben, mit 
Hilfe dessen sich eine beliebig genaue strenge L6- 
sung im Tschebyscheffschen Sinne erzielen laBt. 

Der Aufgabenstellung entsprechend galt es, ein 
Verfahren zu finden, welches zur Synthese zweier 
rationaler Funktionenklassen einer Veranderlichen 
fiihrt: Einerseits der Klasse der Laufzeitfunktionen 
und andererseits einer Klasse von Funktionen, 
welche die Tschebyscheffsche Ebnung beinhalten. 
Hierzu wurden nach Definition der notwendigsten 
Begriffe aus der Netzwerktheorie die Higenschaften 
von Allpa$-Laufzeitfunktionen angegeben. Als 
zweite Funktionenklasse wurde die der Tscheby- 
scheffschen rationalen Funktionen herangezogen, in 
welche nach BERNSTEIN notwendig alle Funktionen 
einzureihen sind, die eine Konstante in einem end- 
lichen Intervall Tschebyscheffsch approximieren. 
Mit Hilfe einer konformen Abbildung gelang es, 
einen umkehrbar eindeutigen Zusammenhang zwi- 
schen bestimmten Tschebyscheffschen rationalen 
Funktionen in der Frequenzebene und einem jeweils 
zugeordneten reellen Hurwitzpolynom in der Bild- 
ebene zu gewinnen. Auf Grund dieser vereinfachten 
Darstellungsweise fiihrte nunmehr die Analyse des 
Approximationsproblems der Laufzeit zu der an- 
gestrebten Lésungsgleichung, welche den not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen beider 
Funktionenklassen geniigt. Der strenge Beweis fiir 
die Existenz und EHindeutigkeit der Losung konnte 
nicht erbracht werden und es wiire eine reizvolle 
Aufgabe, hiernach zu suchen. Dessen ungeachtet 
sprechen starke Vermutungen und jedenfalls die 
praktischen Erfahrungen dafiir, daB es stets eine 
eindeutige Losung gibt. 

Nach Behandlung der speziellen explizit losbaren 
Falle wurde das allgemeine Verfahren angegeben, 
welches iiber die Aufstellung eines linearen Glei- 
chungssystems und dessen Losung in iterativem 
Zyklus zum Ziel fiihrt. SchlieBlich konnte der Gel- 
tungsbereich der Loésungsgleichung einerseits auf 
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das allgemeine endliche Approximationsintervall 
und andererseits auf Tiefpasse und Bandpasse er- 
weitert werden. 

Ein Uberblick iiber zahlreiche praktisch aus- 
gefiihrte und in Katalogform der Arbeit beigefiigte 
Approximationen erlaubte Aussagen tiber die Kon- 


vergenz des Verfahrens, erméglichte die Definition 


eines Ausnutzungsfaktors und fiihrte zu einem mit 
hinreichender Genauigkeit giiltigen Zusammenkang 
zwischen Grad, Laufzeit sowie Schwankung. Hin 
Anwendungsbeispiel fiir den praktischen Entwurf 
zeigte die Brauchbarkeit des Verfahrens auch fir 
den Fall héheren Grades und bandpaBartigen Lauf- 
zeitverhaltens. 

Die Einfachheit und Symmetrie des aus der 
Losung hervorgehenden Gleichungssystems legen 
es nach Ansicht der Verfasser nahe, da hier ein 
funktioneller Zusammenhang besteht, welcher auch 
im allgemeinen Fall eine explizite Lésung zulassen 
und damit gleichzeitig zum gesuchten Beweis fiir 
die Lésung fiihren kénnte. Ob aber eine hierauf be- 
ruhende Berechnungsweise der in der Arbeit an- 
gegebenen vorzuziehen sein wird, erscheint zweifel- 
haft und vermag heute noch nicht entschieden zu 
werden. 


Anhang I 


Einzelheiten zur Approximation des Allpasses vom 
Grundgrad n = 12 mit der Schwankung 6 = 0,01 


Um Naherungen fir die Singularitaten in / zu bekommen, 
wurde von den Werten des Anhangs III fiir » = 10 und 
6 = 0,01 ausgegangen. Der Erhéhung des Grades entspre- 
chend wurden diese Singularitaten ohne weitere Rechnung 
in Richtung der imaginaren Achse auseinandergertickt und 
ein zusatzliches Paar aufgenommen. 

Mit diesen rohen und sehr willkiirlich gewahlten Nahe- 
rungen konvergierte das Verfahren nach neun Schritten, 
wobei als Schranke die Forderung galt, daB die Korrekturen 
der Komponenten simtlicher Singularitaéten in z kleiner als 
10-10 sein miissen. Die beim letzten (neunten) Schritt tat- 
sachlich vorgenommenen Korrekturen in z lagen mit 


|Ax| $0,6-10-0, |Ay| <0,2- 10-10 


noch innerhalb der Rechengenauigkeit der Rechenanlage 
und brachten eine effektive Verbesserung der Approxima- 
tion. Als mittlere Laufzeit ergab sich to = 25,565 mit einem 
Ausnutzungsfaktor 7 = 67,8%. 

Der Tschebyscheffsche Verlauf und die Lage der Singu- 
laritaten in der A-Ebene ist aus Bild 13 zu ersehen. 


Anhang I 


Ableitung der Naherungsformel fiir den Zusammen- 
hang zwischen dem Grundgrad n, der Schwankung 6 
und der approximierten Laufzeit to 


Fat man die Kurven des Bildes 15 als Geradenschar auf, 

so ist fiir jeden Grad der Ansatz 
lg tT) = Ig an + bnlg d 

erlaubt. Das Symbol lg steht hier fiir einen Logarithmus 
beliebiger Basis. Durch Delogarithmieren erhalt man die 
Naherungsformel b 
%T = An to) ve 

Zur Bestimmung der fiir jeden Grad n eigentiimlichen 
charakteristischen Groen a und 6 bendtigt man jeweils 
zwei Wertepaare to und 0 ausgefiihrter Approximationen. 
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Bild 13. Zur Approximation des Falles n = 12, 6 = 0,01; 
(a) Feinstruktur der Schwankung 0, 


(b) Lage der Naherungen (e) und errechneten 
Singularitaéten (©) im II. Quadranten. 


Dann kann man schreiben 


(I). tore leeecan == aoe 


Durch Division von (IL) durch (I) erhalt man 
To2/T01 = (52/1), 1g (t02/t01) = bn Ig (52/01) , 


___ 1g (to2/T01) 
EE at a i (Salar 


Mit Einsetzen in (II) wird 


(IV) an = 702/03". 

Zur vereinfachten Berechnung fiir die am SchluB dieses 
Anhangs befindliche Aufstellung wurden der Logarithmus 
zur Basis 10 (log) sowie die Schwankungen 6, = 0,1 und 
62 = 1,0 beniitzt. Hiermit wird aus (IV) a,—=7to2 und 

___ log (To2/T01) 
aus (III) by, = Tog (1,0/0,1) 

Ein Vergleich der hiermit niherungsweise berechneten 
Werte 7 fiir 6 = 0,01 und m = 1,...,10 mit den durch die 
Approximation erhaltenen und in den Katalog aufgenom- 
menen ergibt im ungenauesten Fall (Grad » = 1) einen 
Fehler von 2%, wahrend er bei den iibrigen Graden unter- 
halb 0,3% bleibt. 


= log (02/701) - 


Aufstellung der charakteristischen Gripen a und b fiir die 
Grade ie Ierereee KO) 


Grad | a b 

1 1,931 142 0,331 572 
2 3,980930 0,195370 
3 6,326 960 0,140686 
4 | 8,832008 0,110564 
5 11,439960 0,0913942 
6 | 14,120606 0,078 090 1 
7 16,855 557 0,068 3001 
8 19,632719 0,0607845 
9 | 22,443694 0,054.8267 

10 25,282.40 0,049 9834 


A.E.U. Band 14. 


[1960], Heft 10 EK. ULBRICH und H. PILOTY 


Anhang Uf 


Katalog der Allpéisse mit tiefpaBartigem 
T'schebyscheffschem Laufzeitverhalten fiir die Grund- 
grade wi 12 ...., 10 


Zur Abschatzung des bendétigten Grades fiir den Ent- 
wurf eines Allpasses mit tiefpaBartigem Tschebyscheff- 
schem Laufzeitverhalten dient Bild 15 bzw. die Naherung 
nach GI. (51). Mit den so ermittelten Werten fiir den Grund- 
grad m und die (normierte) Schwankung’ 6 kénnen den 
nachfolgenden Tabellen entnommen werden: 


die approximierte mittlere (normierte) Laufzeit t0, 

der Ausnutzungsfaktor 7 in Prozenten, 

die Nullstellen A, = a, + jf, des Hurwitzpolynoms 
#y(A) nach Gl. (7). 


Aus letzteren lassen sich die Schaltelemente der realisie- 
renden Schaltung unmittelbar berechnen. 


02 05 
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Bild 14. Ausnutzungsfaktor 4 in Abhangigkeit von der 
Schwankung 6; Parameter ist der Grad n. 
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Bild 15. Tafel zur Aufwandsabschatzung fiir tiefpaBartiges 
Tschebyscheffsches Laufzeitverhalten. 


8 Siehe hierzu FuRnote 6. 
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Ist man darauf angewiesen, eine hier nicht angegebene 
Schwankung 6 zu beniitzen, so kénnen die zum benach- 
barten und tabellierten Wert 6 gehérigen Singularitaten als 
gute Naherungen fiir das in der Arbeit beschriebene Ver- 
fahren verwendet werden. Fiir angeniaherte Lésungen kann 
gegebenenfalls eine Interpolation mit Hilfe der tabellierten 
Werte geniigen. 

Samtliche Zahlenwerte des Katalogs wurden durch 
Runden in der letzten angegebenen Stelle nach vorausge- 
hender Berechnung mit einer Genauigkeit von (zumindest) 
10~-* erhalten. Damit kann erwartet werden, daB sie — in 
Ausnahmefiallen bis auf eine Unsicherheit in der gerundeten 
Stelle um eine Einheit — exakt sind. 


Grundgrad n = 1 


é TO n (%) =o 

0,01 0,428 13,6 4,569 780 

0,02 0,537 ilyAgit 3,593 570 

0,03 0,612 19,5 3,114760 

0,04 0,672 21,4 2,810079 

0,05 0,722 23,0 2,591 704 

0.06 0,765 24,4 2,423 988 

0,07 0,804 25,6 2,289 206 

9,08 0,839 26,7 2,177360 

0,09 0,870 27,7 2,082 301 

0,1 0,900 28,6 2,000 000 

0,2 1,119 35,6 1,515 980 

0,3 202 40,5 1,272556 

0,4 1,394 44,4 1,114 747 

0.5 1,500 47,7 1,000000 

Grundgrad n = 2 

0) TO 7 (%) — 41,2 + Big) 

0,01 1,619 25,8 1,719 426 1,148394 

0,02 1,855 29,5 1,463 862 1,023 538 

0,03 2,009 32,0 1,327 866 0,959 727 

0,04 2,125 33,8 1,236 807 0,918276 

0,05 2,219 35,3 1,169 067 0,888 204 

0,06 2,299 36,6 1,115 494 0,864 933 

0,07 2,369 37,7 1,071 388 0,846 143 

0,08 2,431 38,7 1,034 032 0,830506 

0,09 2,488 39,6 1,001 714 0,817197 

0,1 2,539 40,4 0,973 293 0,805 667 

0,2 2,901 46,2 0,796 983 0,738 282 

0,3 3,136 49,9 0,701 613 0,705 280 

0,4 3,314 52,7 0,637 038 0,684548 

0,5 3,461 55,1 0,588 591 0,669 935 

Grundgrad n = 8 

y Te Ae) ie =O = Os | == P2(3) 
0,01 3,313 35,2 1,189 849 0,971811 1,192807 
0,02 3,653 38.8 1,038 475 0,854957 1,107 669 
0,03 3,867 41,0 0,954957 0,790639 1,062817 
0,04 4,026 42,7 0,897 784 0,746 662 1,033 091 
0,05 4,154 44,1 0,854572 0,713 443 1,011190 
0,06 4,261 45,2 0,819976 0,686 853 0,994026 
0,07 4,354 46,2 0,791 209 0,664745 0,980015 
0,08 4,436 47,1 0,766 640 0,645 860 0,968 243 
0,09 4,509 47,8 0,745 235 0,629 402 0,958 137 
0,1 4,576 48,6 0,726 294 0,614834 0,949 312 
0,2 5,040 53.5 0,606 388 0,522 368 0,896 193 
0.3 5,333 56,6 0,539 882 0,470 728 0,868 920 
0,4 5,00. 58,9 0,494 267 0,435 047 0,851194 
0,5 6,727 60,8 0,459775 0,407870 0,888 347 
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Grundgrad n = 4 
B) T% n (%) One + B12) — 43,4 + Baa) 
0,01 5,318 42,3 0,853679 0,397 227 0,656 397 1,171164 
0,02 5,739 45,7 0,756312 0,378437 0,588 183 1,110 755 
0,03 6,000 47,7 0,701 666 0,368 359 0,549 937 1,078342 
0,04 6,193 49,3 0,663 868 0,361589 0,523 482 1,056599 
0,05 6,346 50,5 0,635 087 0,356544 0,503 328 1,040431 
0,06 6,474 51,5 0,611 910 0,352.550 0,487 088 1,027 662 
0,07 6,585 52,4 0,592547 0,349261 0,473509 1,017172 
0,08 6,682 53,2 0,575 945 0,346473 0,461855 1,008 307 
0,09 6,768 53,9 0,561 430 0,344,060 0,451 656 ~ 1,000657 
0,1 6,847 54,5 0,548547 0,341938 0,442596 0,993 948 
0,2 7,387 58,8 0,466127 0,328 763 0,384327 0,952.858 
0,3 7,728 61,5 0,419 747 0,321 626 0,351183 0,931197 
0,4 7,971 63,4 0,387 648 0,316 787 0,328 012 0,916 855 
0,5 8,169 65,0 0,863218 0,313 153 0,310 207 0,906 306 
Grundgrad n = 5 
t) To TAY) = ei — 02,3 + B23) — 04,5 + Bas) 
0,01 7,528 47,9 0,691 440 0,652828 0,586 607 0,488 504 1,147 715 
0,02 8,015 51,0 0,616598 0.584.569 0,565 446 0,443 006 1,102108 
0,08 8,314 52,9 0,574.224 0,545 848 0,553 915 0,417191 1,077333 
0,04 8,532 54,8 0,544 769 0.518887 0,546 086 0,399 200 1,060576 
0,05 8,706 55,4 0,522 263 0,498 257 0.540204 0,385 419 1,048 037 
0,06 8,851 56,3 0,504.093 0,481580 0.535516 0,374 265 1,038 084 
0,07 8,975 57,1 0,488 883 0,467 603 0,531633 0,364905 1,029872 
0,08 9,084 57,8 0,475 819 0,455 586 0,528325 0,356 847 1,022 906 
0,09 9,181 58,4 0,464382 0,445 054 0,525451 0,349 776 1,016874 
0,1 9,269 59,0 0,454219 0,435 686 0,522.912 0,343478 1,011568 
0,2 9,869 62,8 0,388956 0,375293 0,506 926 0,302 630 0,978 706 
0,8 10,239 65,2 0,352062 0.340935 0,498 087 0,279114 0,961 086 
0,4 10,510 66,9 0,326465 0,316 986 0,492016 0,262546 0,949 283 
0,5 10,727 68,3 0,306946 0,298 655 0,487 411 0,249 742 0,940522 
Grundgrad n = 6 
6 To  (%) — 01,2 _ + B12) — 03,4 ++ B34) = 05.6 + B56) 
0,01 9,882 52,4 0,568 554 0,234444 0,523887 0,693 616 0,386 097 1,128599 
0,02 10,422 55,3 0,510119 0,227812 0,472893 0,673 496 0,353124 1,092474 
0,03 10,752 57,0 0,476837 0,224125 0,443 742 0,662406 0.334.257 1,072671 
0,04 10,993 58,3 0,453 616 0,221588 0,423346 0,654819 0,321038 1,059198 
0,05 11,183 59,3 0,435 828 0,219 660 0,407 683 0,649 087 0.310873 1,049071 
0,06 11,341 60,2 0,421 437 0,218111 0,394 984 0,644.498 0,302619 1,041003 
0,07 11,477 60,9 0,409370 0,216816 0,384316 0,640681 0,295 675 1,034325 
0,08 11,595 61,5 0,398 991 0,215 707 0,375125 0,637 420 0,289 684 1,028 646 
0,09 11,701 62,1 0,389 894 0,214.737 0,367 054 0,6384577 0,284416 1,023 716 
0,1 11,797 62,6 0,381 801 0,218875 0,359 865 0,632061 0.279717 1,019370 
0,2 12,446 66,0 0,329 625 0,208 348 0,313240 0,616 067 0,249 046 0,992240 
0,3 12,848 68,1 0,299 969 0,205 198 0,286 490 0,607111 0,231236 0,977522 
0,4 13,134 69,7 0,279 320 0,202999 0,267 741 0,600910 0,218 622 0,967583 
0,5 13,365 70,9 0,263 532 0,201310 0,253329 0,596 178 0,208 833 0,960159 
Grundgrad n = 7 
6 TO 7(%) — O1 — 2,3 + Baa) — 04,5 + Bas) —= 06.7 + Bez) 
0,01 12,341 56,1 0,490144 0,478 738 0,386 733 0,435 468 0,760875 0,317818 1,113506 
0,02 12,927 58,8 0,441 209 0,431 829 0,377574 0,395 554 0,742.475 0,292533 1,083849 
0,03 13,283 60,4 0,413 255 0,404.981 0,372 428 0,372.602 0,732246 0,277977 1,067 480 
0,04 13,542 61,6 0,393 719 0,386193 0,368 861 0,356 482 0,725 210 0,267737 1,056 292 
0,05 13,746 62,5 0,378 737 0,371 767 0,366138 0,344,068 0,719872 0,259839 1,047 855 
0,06 13,916 63,3 0,366 605 0,360076 0,363940 0,333 981 0,715 584 0,253412 1.041115 
0,07 14,061 63,9 0,356 425 0,350259 0,362098 0,325 491 0,712009 0,247993 1,035 522 
0,08 14,188 64,5 0,347 665 0,341 804 0,360514 0,318164 0,708 947 0,243 311 1,030756 
0,09 14,301 65,0 0,339 982 0,334384 0,359126 0,311721 0.706273 0,239187 1,026613 
0,1 14,403 65,5 0,333 144 0,327777 0,357891 0,305 975 0,703 901 0,235 504 1,022953 
0,2 15,093 68,6 0,288 998 0,285 025 0,349900 0,268 533 0,688 730 0,211353 0,999 975 
0,8 15,514 70,5 0,263 856 0,260599 0,345310 0,246 909 0,680161 0,197240 0,987399 
0,4 15,821 71,9 0,246329 0,243535 0,342083 0,231 686 0,674.195 0,187 202 0,978 858 
0,5 16,064 73,0 0,232 916 0,230454 0,339593 0,219 946 0,669 625 0,179390 0,972.448 
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Grundgrad n = 8 
0) TO Ui (%) — “1,2 SE Bi(2) awl - Baya) — (04593 +E B56) — 07,8 + Br(8) 
0,01 14,880 59,2 0,426651 ~—-0,165505 = 0,411 764 —0,492384 ~—0, 371598 0,806367 0,269 337 1,101 495 
0,02 15,505 61,7 —0,385391 —-0,162115 ~—0,373111 ~— 0482344 ~—0, 339240 0,789 681 0,249 157 1,076480 
0,03 «15,884 63,2, 0,361754 + —-0,160185 —0,350898 —«0,476660 ~—0,32048 0,780345 0,237478 1,062597 
0,04 16,159 64,8 «= 0,345207 —«0,158835 —«0,885313 —«0,472700 ~—0,307380 0,773897 0,229 237 1,053076 
0,05 16,375 = 65,2 ~—0,832500 0157798 —0,323323-~—«(0,469666 ~—0, 297216 0,768989 0,222 866 1,045 875 
0,06 16,555 65,9 ——-0,322200 0156957 ~—«0,313591 —«-0,467210 ~—=—«0,288 942 0,765 038 0,217672 1,040111 
0,07 16,708 = 66,5. ~=—(0,313551 —0,156250 —0,305408 ~—«0,465148 —0, 281967 0,761 736 0,213 286 1,035 320 
0,08 16,842 67,0 —0,306102 0155639 ~—«0,298353~——0,463371 ~—0, 275 940 0,758904 0,209 491 1,031 230 
0,09 16,961 67,5 ~—0,299565 = 0,155102 «0292155 ~—0,461811 —0,270635 0,756426 0,206 145 1,027 669 
0,1 17,069 67,9 —-0,293744 ~=—-0,154624 ~—0,286631 —0,460422 ~—0, 265 898 0,754.226 0,203 154 1,024520 
0,2 17,795 70,8  0,256085 0,151498  0,250776 0451882 —0, 234916 0,740088 0,183 466 1,004.659 
0,3 18,236 72,6 0,234577 0,149682  0,230196  0,446157 ~—«0,216 928 0,732052 0.171903 0,993716 
0,4 18,557 73,8  0,219555 0,148397 ~—«-0,215776 ~ ~—«0,442.467 ~—-0, 204.220 0,726.435 0,163 653 0,986249 
0,5 18,811 74,8 0,208042 0,147401 0204697 + ~—0,439613 —-0,194393 0,722119 0,157217 0,980627 
Grundgrad n = 9 
6 FO (Sa) - ae — 02,3 + Bas) — 4,5 + Bas) —6,7 +fPe7) —%,9 +a) 
0,01 17,483 61,8  0,380530 0.376101 —-0,287530 —0,360434 —-0,569338 —0,323529 —«0,888831 —:0,233292 + ~—«1,091781 
0,02 18,142 64,2 0,344477 0,340843 0282323 ~=—0,827870 —«-0,559144 —0,296589 ——0,823686 —0,216686 —-1,070232 
0,03 18,541 65,6 0,323795  0,320591 —-0,279887 —«-0,309091 —-0,553338 —=«0,280963 —-0,815168 —0,207037 —+1,058221 
0,04 18,829 66,6  0,309304  0,306389 + 0,277241 +~—«0,295886 ~—-0,549279 ~—=s0,269927 —0,809266 ~—-0,200211 ~—«1,049959 
0,05 19,056 67,4  0,298170 0,295469  0,275626  0,285710 0,546162  0,261393 0,804763 0,194924 —1,043.698 
0,06 19,244 68,1 0,289141  0,286609  0,274312  0,277439  0,543632 —«0,254436 —-0,801131 +—:0,190606 ~—+1,038677 
0,07 19,405 68,6 0,281555  0,279162  0,273205  0,270476  0,541505 —«0,248564 ~—0,798092 + —0,186957 ~—«1,084497 
0,08 19,545 69,1  .0,275021 0.272744  0,272249  0,264468  0,539670  0,243485  0,795481  0,183795 —_1,080925 
0,09 19,670 69,6  0,269284  0,267108  0,271406  0,259185  0,538057 —-0,239009 + 0,798194  0,181006 1,027811 
0,1 19,782 70,0 0,264175  0,262087  0,270654 0,254473  0,586618 —-0,235009 . 0,791161  0,178509 —_1,025055 
0,2 20,539 72,6 0,231093 0,229533 0,265724  0,223802  0,527225 —«0,208770 +~=—«0,778053 ~—«0,162082 ~—-1,007606 
0,3 20,998 74,3 0,212174  0,210886  0,262847 0.206129  0,521770  0,193467  0,770567 0,152315  0,997941 
0,4 21,331 75,4  0,198950  0,197836  0,260804 0,193713  0,517906  —0,182626 + —0,765319 0,145365 0,991 328 
0,5 21,594 76,4 0,188808  0,187820 0,259217 0,184155 0,514911  0,174224 0,761278 0,139933 —_0,986326 
Grundgrad n = 10 
6 t 7(%) —o1,2 +fig) —o34 +fs4) —o5,6 +656) —o7,8 +88) —%9,10 -EP 920) 
0,01 20,137 64,1 0,341743 0,127523 0,335512  0,380641 0,320066 0,627539 0,286172 0,862967 0,205519 + —1,083791 
0,02 20,827 66,3 0,310088 0,125425 0,304963 0,374456 0,292123 0,617524  0,263257 0,849168 0,191528 —1,064916 
0,03 21,243 67,6 0,291899 0,124213 0,287373 0,370891  0,275960  0,611794  0,249922 0,841367 0,183372 —1,054356 
0,04 21,543 68,6 0,279142 0,123357 0,275017 0,368381  0,264572  0,607778 0,240485 0,835951 0,177589 —-1,047076 
0,05 21,780 69,3 0,269332 0,122696 0,265506 0,366442  0,255783  0,604686 0,233176 0,831811  0,173103 —_1,041550 
0,06 21,975 69,9 0,261372 0,122157 0,257781  0,364863  0,248632  0,602174 0,227210 0,828467 —0,169436 ~=—1,037111 
0,07 22,142 70,5 0,254682 0,121702 0,251284  0,363531  0,242606 0,600059 + 0,222169 0,825665 + 0,166333 «1,033.41 
0,08 22,288 70,9 0,248915 0,121308 0,245680  0,362378  0,237401 0,598232 0,217804  0,823256 0,163642 —1,030247 
0,09 22,417 71,4 0,243851 0,120960 0,240756 0,361362  0,232822 0,596625 0,213955 + 0,821143 0,161266 ~—1,027485 
0,1 22,534 71,7 0,239340 0,120649 0,236367 0,360454 0,228734 0,595190 0,210513 :0,819264 + 0,159138 —1,025039 
0.2 23,319 74,2 0,210089 0,118605 0,207855  0,354486  0,202065 + —0,585799 + 0,187874 + 0,807113 —0,145060 —_1,009506 
0,3 23,793 75,7 0,193331 0,117405 0,191476 0,350990 0,186646 + 0,580324 0,174624 + 0,800147 —0,136731 —-1,000864 
0,4 24,137 76,8 0,181604 0,116552 0,179994  0,348502 0,175789 0,576438 + 0,165213 0,795253 0,180762 ~—_-0,994.930 
0,5 24,409 77,7 0,172601 0,115887 0,171169 0,346567 0,167417 -0,573421 —:0,157907 :0,791478 —0,126089—_:0,990439 
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Im ersten Teil werden einige Vorschlage gemacht, wie die MeBgenauigkeit fiir die scheinbare 
Reflexionshéhe verbessert werden kénnte. 

Im zweiten Teil wird ein neues Verfahren zur Bestimmung der wahren Hohe beschrieben. Hier- 
bei wird das Ionogramm lings einer f2?-Achse in gleichgrofe Intervalle eingeteilt und h’ an den 
Intervallgrenzen abgelesen. Es wird dabei angenommen, daB die erste Ableitung der (wahren) 
Hohe als Funktion der Elektronendichte in jedem Intervall eine lineare Funktion und an den 
Intervallgrenzen stetig ist. 

Der dritte Teil befaBt sich mit der Anwendung dieses Verfahrens bei Nacht und bei Tag; es 
wird gezeigt, da8 zur eindeutigen Berechnung wahrer Héhen beide Komponenten — ordentliche 
und auBerordentliche — benutzt werden sollten. 


In the first part some proposals are made as to improving the measuring accuracy of virtual 
heights. 

The second part describes a new method for determining the real height. The ionogram is 
subdivided into equal intervals on a f?-axis and h’ is read at the interval junctions. It is supposed 
that the first derivative of the (real) height as a function of the electron density is a linear 
function in each interval and is continuous at the interval junctions. 

The third part deals with the application of this method at night and in the day-time; it is 
shown that both magneto-ionic components should be used for a clear calculation of real heights. 


ILL. Bestimmung der wahren aus der scheinbaren Reflexionshohe 


Kinleitung 


Beobachtet man die Ionosphare mit der Impuls- 
echomethode, so wird bei einer gegebenen Frequenz 
die Laufzeit des Signals gemessen. Multipliziert man 
diese mit der halben Lichtgeschwindigkeit, so er- 
halt man die scheinbare Hohe h’. Bekanntlich ist 
immer h’ = h, wenn h die wirkliche Hohe ist. Tat- 
sachlich benutzt man aktive Hochfrequenzspektro- 
meter, man variiert also die Frequenz und erhalt h’ 
in Abhangigkeit der Frequenz /. Da zwischen der 
Elektronendichte Ne. an der Reflexionsstelle und 
der Sendefrequenz eine bekannte einfache Beziehung 
besteht, hat man somit auch die scheinbare Hohe 
in Abhangigkeit der Elektronendichte. Gesucht 
wird nun der Verlauf der Elektronendichte mit der 
Hohe h. 


1. Grundsitzliche Uberlegungen 


1.1. Frequenzskala 


Auf den meisten Beobachtungsstationen wird 
h’ iiber einer logarithmischen, gelegentlich auch 
tuber einer linearen Frequenzskala registriert, eigen- 
artigerweise aber nie iiber einer /2-Skala, die fiir die 
ordentliche Komponente sofort die Elektronen- 
dichte angeben wiirde. Eine logarithmische Skala 
hat den Vorteil, daB Aussagen iiber die Elektronen- 
dichte mit der gleichen relativen Genauigkeit még- 
lich sind, unabhangig von der GréBe der Elektronen- 
dichte. Ferner tritt im Brechungsindex und ebenso 


* Die Arbeit wurde durch eine Forschungsbeihilfe des 
Bundesministeriums fiir Wirtschaft, Nr. A 190, ermoglicht. 


in dem Ausdruck fiir die Gruppengeschwindigkeit 
die Elektronendichte immer in dem Verhaltnis 
f/f? auf, d.h. der Verzégerungsbeitrag einer be- 
stimmten Elektronendichte hangt von deren log- 
arithmischem Abstand von der jeweiligen MeBfre- 
quenz ab. Diese Tatsache wird bei manchen Ver- 
fahren [1]—[3] zur Bestimmung der wahren Hohe 
benutzt und deshalb die logarithmische Skala be- 
vorzugt. 

Die lineare Skala kann als Kompromi8 zwischen 
der logarithmischen und der quadratischen Skala 
angesehen werden; sie ist von Vorteil, wenn die 
Matrixmethode [4] zur Bestimmung der wahren 
Hohen angewandt wird. Von der Physik der Iono- 
sphare her besteht streng genommen kein Grund 
linear in f zu registrieren. 

Da in der Praxis bei sehr kleinen Elektronen- 
dichten weder o- noch x-Reflexionen zu erhalten 
sind, besteht, wie spéter noch im einzelnen gezeigt 
werden wird, eine der Hauptschwierigkeiten bei der 
Bestimmung der wahren Hoéhen darin, richtige 
Ausgangswerte fiir die weitere Rechnung zu finden. 
Die Bedingung scheinbare = wahre Héhe (h’ = h) 
ist mit einem gewissen Anspruch an Genauigkeit 
nur gegeben, wenn entweder der Gradient von Ne 
an der Unterkante der tiefsten Schicht sehr groB 
ist, so daf’ noch am Anfang des MeBbereichs die 
Spur waagerecht verliuft, was meistens nicht zu- 
trifft, oder wenn Es auftritt und dessen Echospur 
bis zu groBen Elektronendichten reicht; in diesem 
Fall kann die scheinbare Héhe am Ende des Echo- 
zuges der Elektronendichte als wahre Héhe zuge- 
ordnet werden, die f zur Plasmafrequenz hat. Eine 


Ane 
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direkte Information iiber die wahre Héhe bekommt 
man also aus dem Ionogramm nur, wenn die Spur 
uber einen gréBeren Bereich waagerecht ist. 

Oft wird nun als Anfangswert der Rechnung bei 
der niedrigsten MeBfrequenz scheinbare — wahre 
Hohe (h’ = h) gesetzt. Durch die Skalenverzerrung 
wird bei der logarithmischen Skala jeder h’-Verlauf 
immer um so flacher dargestellt, je niedriger die 
Frequenz ist. Statt einfach die scheinbare Héhe bei 
der Anfangsfrequenz als Ausgangswert zu nehmen, 
sollte man zumindest auf eine fiktive scheinbare 
Hohe bei der Elektronendichte Null extrapolieren, 


~ die dann als Ausgangswert fiir die weitere Rechnung 


zu genaueren Ergebnissen fiihren wiirde. Extrapo- 
lation nach der Elektronendichte Null bedeutet bei 
der logarithmischen Skala aber Extrapolation nach 
— co und st6Bt deshalb auf Schwierigkeiten. 

Anders ware es bei einer zu f2 proportionalen 
Skala. Wie spater noch gezeigt wird, ist bei linearem 
Verlauf der Elektronendichte mit der Hohe in guter 
Naherung — zumindest bei héheren Frequenzen — 
die scheinbare Héhe der o-Komponente propor- 
tional f?. Wenn also iiber einen gr6Beren Bereich die 
Elektronendichte linear zunimmt, erhalt man aus 
der Steigung von hj, iiber f2 aufgetragen, bis auf 
einen gegebenen Faktor die Steigung von h iiber der 
Elektronendichte. Auch wenn der Anstieg nur 
naherungsweise linear ist, kann man auf diese 
Weise einen Ausgangswert fiir den weiteren Rech- 
nungsgang gewinnen. Wahrend in fast allen Iono- 
grammen ein linearer Verlauf der Elektronendichte 
liber einen gréBeren Bereich als gute Naherung be- 
nutzt werden kann, trifft die Annahme der Matrix- 
methode, wonach die Hohe linear mit fy, also mit 
VN. e, zunimmt, héchstens in sehr speziellen Fallen 
und fiir kleine Bereiche zu. Dies wiirde namlich be- 
deuten, da das Schichtprofil konkav gekriimmt 
ware. Dies ist aber héchstens fiir sehr kleine Elek- 
tronendichten oder z. B. beim Ubergang von Fj 
nach F2 zu erwarten, in jedem Fall trifft es nur fiir 
einen kleinen Bereich zu. 

Bei einer Registrierung von h’ iiber f? nimmt die 
E-Region gegeniiber der F-Region einen relativ 
kleinen Bereich ein. Dies entspricht aber genau dem 
Verhaltnis der maximalen Elektronendichte der 
E-Region zu der der F-Region. Will man trotzdem 
die E-Region mit der gleichen relativen Genauigkeit 
beobachten wie die F-Region, so miiBte man iibri- 
gens zur Registrierung der E-Region einen ent- 
sprechend gréBeren Mafistab auch in der Hohe 
wihlen; anders ausgedriickt, wenn man eine log- 
arithmische Frequenzskala fordert, so sollte man 
auch eine nichtlineare Héhenskala einfiihren. Die 
h’-Bereiche von E und F verhalten sich naémlich 
ahnlich wie die zugehorigen Frequenzbereiche. 

Bei einer f2-Skala wiirde man also zweckmaBiger- 
weise mehrere Registriereinrichtungen verwenden. 
Man konnte z. B. auf der ersten Anlage bis etwa 
f =5 MHz bei einem relativ schnellen Filmvor- 
schub und einem groBen Héhenmafstab registrie- 
ren. Man hatte damit auf jeden Fall den Ubergang 
von E- zu F-Region erfaSt und kénnte unter be- 
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stimmten Voraussetzungen hy genauer messen. Die 
zweite Anlage mit langsamerem Filmvorschub sollte 
zumindest die F)-Region erfassen, besser noch bei 
nicht zu hoher /}, — wenigstens nachts — die ge- 
samte F-Region, also f bis etwa 10 MHz. Die dritte 
Anlage miiBte nur dann in Betrieb genommen wer- 
den, wenn /},-Werte gréBer als 10 MHz zu erwarten 
sind. Bei h’-Ablesungen in gleichen Intervallen 
wiirde man bei einer /2-Skala giinstigere Héhen- 
staffelung gegeniiber einer linearen Skala erreichen. 


er a 
6,37 MHz 


6,37 MHz 


Bild 1. Scheinbare Héhen einer parabolischen Schicht (a) 
und einer Kpsrrinschen Schicht (b), fe = 6,37 MHz; 


Kurven 1: h’ tiber f?-Skala, 
Kurven 2: h’ iiber f-Skala, 
Kurven 3: h’ iiber log f-Skala, 
Kurven 4: h tiber /f%. 


In Bild la,b sind h’ und fh fiir eine parabolische 
bzw. Epsrrinsche-Schicht je tiber einer logarith- 
mischen, linearen und quadratischen Skala aufge- 
tragen. Die quadratische Skala diirfte von den drei 
diskutierten Moglichkeiten die geeignetste sein 
fiir die Abschatzung wie fiir genaue Berechnungen. 


1.2. Impulsbreite 


Fiir eine méglichst genaue Berechnung des Elek- 
tronendichteverlaufs mit der Hohe mu man eine 
moglichst genaue Messung der scheinbaren Hohen 
voraussetzen. Im allgemeinen wird h’ durch Ab- 
lesen an der Unterkante der Echospur der o- oder 
x-Komponente erhalten. Leider ist in der Praxis 
die Unterkante einer Echospur relativ schlecht 
definiert. Einmal hat aus verschiedenen Griinden 
das empfangene Echozeichen statt der idealen 
rechteckigen mehr dreieckige Form, und die Lage 
der effektiven Unterkante ist amplitudenabhangig. 
Es ist keine Seltenheit, daB in einem Ionogramm 
die starksten Zeichen doppelt so breit wie die 
schwachsten erscheinen. Andererseits iiberlagern 


470 


sich oft o- und x-Komponente iiber groBe Teile des 
Ionogramms, und es hangt ganz vom Schichtver- 
lauf ab, ob bei einer bestimmten Frequenz die Un- 
terkante des Echozuges von der einen oder anderen 
Komponente stammt. Ferner ist gelegentlich der 
h'-Verlauf der normalen E-Schicht durch trans- 
parentes Es teilweise verdeckt. In allen diesen Fal- 
len wird man die Unterkante nur abschatzen k6n- 
nen; die entsprechende Unsicherheit ist umso 
groBer, je schmaler die Bandbreite ist, d.h. bei 
normaler Dimensionierung, je breiter der Impuls 
gewahlt ist. Andererseits kann die Impulsbreite 
nicht beliebig klein sein, auch wenn man zundchst 
vom gréBeren Stérpegel absieht, der bei groBerer 
Bandbreite zu erwarten ist. Weil mit einem Impuls 
ein gewisser Frequenzbereich abgestrahlt wird, ent- 
spricht das Echo einem gewissen Bereich der 
Elektronendichte und damit der Hohe. Dies fiihrt 
zu einer Impulsverbreiterung, die von der jeweiligen 
Steilheit des Schichtverlaufs abhangt. Aus diesen 
Uberlegungen ergibt sich, daB es eine optimale 
Impulsbreite speziell unter dem Gesichtspunkt, h’ 
moglichst genau bestimmen zu kénnen, geben wird. 

Bezeichnet man die Impulsdauer mit T, so ist die 
,,H6henbreite‘‘ des Sendeimpulses Ah = te/2 und 
die ,,Frequenzbreite‘ (aus der sich die minimale 
Bandbreite des Empfangers ergibt) Af = 1/tT. 
(Hieraus folet Ah Af = c/2 = const.) Wir definieren 
wie in der Optik mit h’/Ah ein Auflosungsvermégen 
beziiglich der Héhe und mit f2/Af? ein solches be- 
zuglich der Elektronendichte; ersteres ist mab- 
gebend z. B. fiir die Trennung der beiden Kompo- 
nenten, letzteres z. B. fiir die Selektion gegen sté- 
rende Sender. Bei der iiblichen Dimensionierung ist 
die Frequenzauflésung besser als die Hohenauf- 
lésung. Verlangt man jedoch gleich groBe Héhenauf- 
lésung, so erhalt man die Bedingung 

h’ f eae 
(o2)e le oder 72= oie 
Fiir h’/f-Werte, wie sie im allgemeinen vorkommen, 
erhalt man t = 20 bis 30 ys. Allerdings ist die Ver- 
breiterung des Impulses im Empfinger, die der end- 
lichen Bandbreite entspricht, in dieser rohen Uber- 
legung nicht beriicksichtigt. 

Eine andere Uberlegung fiihrt zu einem ahnlichen 
Resultat. Die Impulsverbreiterung infolge der Varia- 
tion von h’ innerhalb Af sollte jedenfalls méglichst 
klein gehalten werden. Wie spiter noch gezeigt wird, 
gilt in erster Naherung 


h'(f2) —h'(fi)  (f§ — 


dz 
dfx 


Ist fe — fi = Af die Frequenzbreite des Impulses, 
so ist die gesamte Impulsbreite (allerdings ohne 
Beriicksichtigung der Verbreiterung im Empfanger) 


A) "2,0 ~ 4fAf 5 


c Led2 
Ah’ = — 4 ; 
ae ag lor 
Die Minimalbedingung verlangt 
poe el de , 
c df 


A. PAUL: AKTIVE HOCHFREQUENZSPEKTROMETER II 


A.E.U. Band 14 
[1960], Heft 10 


Unter der Annahme, da h’ bis f/f. = 0,98 meBbar 
ist und dort die Schicht parabolischen Verlauf hat, 
wird iy 

~ Ym 


— Fv 2,5 = 
dfx fe 


r= |/20 2. 
Che 


Fiir die E-Schicht (ym = 20 km, fe = 3 MHz) er- 
halt man t= 2l ys, fiir die F2-Schicht (Ym = 
100 km, fe = 8 MHz) + = 29 us, also wesentlich 
kleinere Werte als allgemein iiblich. 

Ubrigens ist bei photographischer Registrierung 
das Auflésungsvermégen: beziiglich der Frequenz 
meist nicht durch die Bandbreite des Empfangers, 
sondern durch die Strichbreite auf dem Schirm der 
Oszillographenréhre bestimmt. Bei einer Strich- 
breite von 0,5 mm auf dem Schirm entsteht nach 
Abbildung im Verhaltnis 5:1 auf dem Film eine 
Strichbreite von 0,lmm. Bei linearer Frequenz- 
skala und einer Bandbreite von 20 kHz sollte dann 
der Frequenzbereich von 1 bis 20 MHz auf 85 mm 
Filmlange abgebildet werden. Bei gleicher Band- 
breite und logarithmischer Skala waren fiir den- 
selben Frequenzbereich bei voller Ausnutzung der 
Strichbreite bis zum Ende 300 mm Filmlange er- 
forderlich. Beim normalen Filmvorschub von 56 mm 
kénnte man also die Impulsdauer von 100 ys auf 
ein Drittel reduzieren, erhielte bei der dreifachen 
Bandbreite die gleiche Frequenzauflésung auf dem 
Film und hatte eme dreimal bessere Hohenauf- 
losung. 

Man wird einwenden, daB bei gréBerer Band- 
breite des Empfangers der Stérpegel zunimmt. Bei 
den heute verwendeten Radar-Impulsréhren kénnte 
man jedoch die Impulsleistung im gleichen Verhalt- 
nis erhéhen, in dem die Impulsdauer verkleinert 
wird. Hine praktische Grenze fiir die Erhéhung der 
Bandbreite ist allerdings durch die Senderbelegung 
gegeben. Deshalb wird die zweckmaBige Wahl der 
Bandbreite von den regionalen Bedingungen in den 
verschiedenen Frequenzbandern abhangig sein. 


und damit 


2. Mathematische Grundlagen 


Mit der Gruppengeschwindigkeit w schreibt man 
fiir die scheinbare Héhe 


W(P) =ho+ | Ede, w= tw) (1) 
0 


(uv Brechungsindex, uu’ Gruppen-Ausbreitungsindex). 


Wenn die Elektronendichte mit der Héhe monoton 
zunimmt, kann man aa 


monet [sa a8 (2) 
oder mit X = f,/f2: 


Kiyo fEfear. (3) 


' 2 
we 
Pat? 


A.E.U. Band 14 
[1960], Heft 10 


Fiithren wir ¢ = //1 — X ein, so erhalten wir 
0 1 (4) 


d de 
h'(f?) = ho 2 f= * tde ho +2 | a 
1 


Wiahrend c/w an der Reflexionsstelle unendlich 
wird, bleibt G(t) = te/w im ganzen Integrationsbe- 
reich endlich. 

Bleibt man weiter bei der Voraussetzung, daB die 
Elektronendichte eine monotone Funktion der 
Hohe ist, so kann man mit 


1 
2 | G(t) dt = g[t(X)] =9(X) 


eine weitere Umformung vornehmen und erhiilt 


aan g (f*) 
h' =h = cl | 2 eee 
ot | ete +h [a ag. © 
0 6 
Weiter sei apie 
ae an 
ites fa ah fel fad X af ma tyes x) oo 
o Be af, “Ey af (9 ) 
ier 
mho tet f x dy (6) 
dfx 
6 
die Funktion y (f%/f2) und die Verzégerung 
yQ) 
dz 
V =h’ — (ho +2) = f? = OY (7) 
dfx 


(als Differenz zwischen scheinbarer und wahrer 
Hohe) definiert. Nach Gl. (6) hat man zur Bestim- 
mung von V die Ableitungen dz/df% = 2’ iiber y (X) 
aufzutragen und zu integrieren. (In Bild 2 sind fiir 
verschiedene Frequenzen zur y-Skala die zugehorige 
X- und fy/f-Skala aufgetragen. Man sieht, daB die 
Verzogerung in der Hauptsache durch 2’ im Bereich 
1 — X <1 bestimmt wird.) Ist V dann bekannt, 
so erhalt man dann aus h’ — V = h die wahre Hohe. 

Um 2’ zu erhalten kann man folgendermafen vor- 
gehen: Nach Gl. (5) ist 


[= f te a 
a 
W=hot+ P| aa dg=ho+ P x dy 
0 
ae - = 2 1 ¥- Skala 
Phe 00508 09 0, " X ~Skala 
0508 09 095 ty /f-Skala 
BL LS SSS SE Ee ee 
Ep ee X~ Skala 
OOO ee re ne ate I i As Wy/f -Skala 
eh AS alg 
F=42,5MHz ee ‘Sos Skala 
I Se 


Bild 2. Vergleich von y-Skala, X-Skala und /y/f-Skala fiir 
verschiedene Frequenzen. 
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Durch partielle Integration erhalt man hieraus 
i fr 
hot Peg —P fe" gaz, (8) 
i) 
4 dz f d2z 
=o Sole eis bees d (fa) 
d fy d (fx)° 


Da ho unbekannt ist, wird es zw eckmaBig sein, zu 
Differenzen iiberzugehen. (Da g auch sea von f 
abhangt, sei weiterhin g = g(f%,, f2) geschrieben.) 


h'(fS )—h'( i= 3 2'(f8) 9 ( ({3 573) — fi 2'(f2) 9 (f2, 2) — 
fs 
_ | ata g ie, fs) dfs f 2” g (fh, 2) df . 


aes Umformen erhalt man 


Aa e (f2, 13) — ft 9 (fi. fi] + 


+ fare (73 £3.) af 
mit 
fir -Ossssy ie 
(fx f3) 
fir Ps sf. 


In Bild 3 ist &(f%; 3, f7) in Abhangigkeit von /%/f7 
(f = 3,2 MHz) aufgetragen. 


2 eal 


Aa Aa es Wey ene oe 
ie ee Rodis Ry— Be 


0 0,25 05 4425 


ine > 
Bild 3. Funktion k(f%; /3, 2) fiir die Frequenzen 
fo = 2,83 MHz und f; = 3,0 MHz. 
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Bisher war die einzige Voraussetzung, daB die 
Elektronendichte monoton mit der Hohe zunimmt. 
Wir nehmen nun weiter an, daB h’ an den Stellen 
f? = vAf?, soweit sie im MeBbereich liegen, ge- 
messen wurde und unterteilen das Integral in Gl. (9) 
in die zugehorigen Intervalle in f%,, also 


h' (fin) oar, hi (fie =1) — 


hes, TEN ein) — fra 9 (f—1>fm—1))+ 
co ig 
tyes ip fobs 


Unter der Sa te eel daB 2’ abschnittweise 
konstant und z' iiberall stetig ist, erhalt man mit 


" oe - ee * 
C—— Aft, : 
as 
hig ing 1 ema Am (129) > bm, (2, — 2-1) 
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f2 
TT 1 . 2 2 9 2, 
mit ime = ag J BUFR fino fn—a) Ay 


2 
v-l 


und Am (f?9) re in Caen) ar er Cie 2 ea : 


Daraus folgt 


m—1 
ARMY ee yin (10) 
v=1 
mit 
1 
Cn 
m,™m 
] 7a 7 p) | 
ne enue — kim, m—1 — Am (f?9)] ; 
m,m 
ji = 
Ym,» = == (km, » km, mi 
m,m (w= 1, 2,...,m — 2). 


Man hat hiermit eine Rekursionsformel fiir 2’, in die 
Ah' und die schon bekannten z’ eingehen. Die Zahl 
der Koeffizienten nimmt zwar mit jedem weiteren 
Intervall um eine Hinheit zu, andererseits nehmen 
die Koeffizienten aber fiir ein festes m mit abneh- 
mendem y sehr rasch ab, so daB man in der Praxis 
mit wenigen Koeffizienten ausreichende Genauig- 
keit erzielt. Die Koeffizienten andern sich nur wenig 
mit der Frequenz, was fiir die Praxis eine wesent- 
liche Vereinfachung ergibt. 


3. Hoéhenentzerrung einfacher Ionogramme (Nacht) 


Nachts ist im allgemeinen der Echozug der o- 
Komponente im erfaBbaren Frequenzbereich durch- 
weg stetig, h’ wachst monoton mit der Frequenz. 
(lonogramme mit abdeckendem Es seien vorerst 
ausgeschlossen.) Eine Hauptschwierigkeit bei der 
Entzerrung liegt immer darin, daB weder die o- 
noch die x-Komponente bis zu geniigend niedrigen 
Frequenzen beobachtbar sind, so daB erst von einer 
weit tiber Null liegenden Elektronendichte ab 
scheinbare Héhen gemessen werden. Jedes Verfah- 
ren, das nur die in einer Komponente enthaltene 
Information benutzt, ist also auf Annahme fiir den 
Bereich 0 < f% < fein angewiesen. (f2;, soll die 
niedrigste Elektronendichte bezeichnen, bei welcher 
der entsprechende Echozug im Ionogramm beginnt.) 

Wie verschieden das Ergebnis ausfallen kann, je 
nach den Annahmen fiir den Anfangsbereich, soll 
folgendes Beispiel zeigen!. In Bild 4 wurde eine 
Epstetnsche-Schicht mit 100 km Halbdicke, einer 
kritischen Frequenz fe = 3,18 MHz bei einem 
Schichtmaximum in 300km Hohe angenommen 
(unterste, ausgezogene Kurve). Zunachst wurde h 
nach der Matrixmethode berechnet und wie iiblich 
angenommen, daB hyo = h,. Das Ergebnis ist in der 
obersten Punktreihe (e) dargestellt. Die mittlere 
Punktreihe (#) wurde mit dem oben angegebenen 
Verfahren erhalten unter der Annahme, da8 
d?z/d (fx)? = const im Bereich 0 < f% < 3,0 MHz2 


1 Zur Erprobung des Verfahrens an Modellrechnungen 
wurden die von W. Brcxnr [5], [6] ver6ffentlichten Tabel- 
len mit den Daten fiir die Station Lindau/Harz benutzt. 
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und daB die Echospur ab 1 MHz bekannt sei. Das 
Ergebnis ist keineswegs befriedigend, was darauf 
zuriickzufiihren ist, daB die gemachte Annahme 
dem Modell nicht entspricht. 
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Bild 4. Modellrechnung einer Epsteryschen ‘Schicht nach 
verschiedenen Verfahren, fe = 3,18 MHz, ym = 
100 km, A (fe) = 300 km; 


e Matrixmethode, Rastersprung 0,2 MHz, 

a Differenzenverfahren, Annahme: 2’ — const in 
0S f% S 3,0 MHz?, 

x Differenzenverfahren, angewandt auf o- und x- 
Komponente, 

angenommenes Modell. 


Nach dem obigen Verfahren erhalt man fiir be- 
stimmte Werte von f/x Héhenwerte. Verbindet man 
diese nach den im Verfahren gemachten Voraus- 
setzungen (Konstanz von z”’ im Intervall, Stetig- 
keit von 2’), so erhalt man ein Profil mit iiberall 
stetigen Tangenten. Berechnet man hierzu wieder 
nach einer genauen Methode den h’-Verlauf, so 
stimmt dieser an den Ablesestellen mit den ge- 
messenen Werten von h’ iiberein und zeigt ebenfalls 
stetige Tangenten im ganzen Verlauf. Die Lésung 
ist also selbstkonsistent, bei der angegebenen Kon- 
trolle kann keine Diskrepanz festgestellt werden. 
Soweit nur eine Komponente benutzt wird, liBt 
sich tiberhaupt nicht feststellen, ob das errechnete 
Profil der Wirklichkeit entspricht. 

Richtiger ist das Problem so zu stellen: Mit 
h'-Werten oberhalb von /2;, sollen sowohl der 
Schichtverlauf fiir 0 < f} < f2;, als auch der Ver- 
lauf fiir f% > f2in bestimmt werden. Dies ist 
nur moglich, wenn man mindestens zwei linear 
unabhangige Funktionen des Schichtverlaufs kennt. 
Die eindeutige Berechnung der wahren Héhen 
ist also tiberhaupt nur méglich auf Grund der Tat- 
sache, da die Ionosphare doppelbrechend ist. 

In Bild 5 sind yo(X) und yx (Xz) aufgetragen 
(Xr = fy/(f2 — ffa)). Man erkennt, da die beiden 
Funktionen wesentlich verschieden sind, daB also 
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Bild 5. Vergleich der Verzégerungsfunktionen fiir die o- und 
die x-Komponente. 


der Schichtverlauf in h anders eingeht als in h,. Fiir 
die praktische Anwendung kann man fiir h, genau 
dieselben Umformungen wie bei h;, durchfiihren und 
erhalt die entsprechenden Gleichungen. 
m—1 
ar SS Alor + > xm, y° p . 
= 


, 


(11) 


xh, ist jetzt natiirlich abzulesen bei den Frequenzen, 
die durch die Gleichungen 


tiny =f — fe fe 


bestimmt sind, und die f%, die durch die Ablese- 
frequenzen bei der o-Komponente gegeben sind. 
Man erhalt fiir jedes Af% zwei Gleichungen und kann 
also indirekt die am Anfangsbereich fehlenden 
h’-Werte der o-Komponente durch die gleiche An- 
zahl von Ablesungen an der x-Komponente erset- 
zen; dabei wird nicht verlangt, daB h, schon von 
fa ab bekannt ist. Fiir das in Bild 4 gezeigte Modell 
wurde angenommen, daB o- und x-Komponente von 
f% = 1 MHz? ab, also von den Frequenzen 1,0 MHz 
bzw. 1,75 MHz ab, bekannt seien. An der x-Kom- 
ponente wurde abgelesen bei fy = 1, 2, 3 MHz?, an 
der o-Komponente bei f% = 1, 2,...,9 MHz?, je- 
weils auf 0,5km genau. Aus den zu den beiden 
ersten Intervallen gehérenden vier Gleichungen fiir 
die beiden Komponenten wurden zunachst 2, 21, 2 
und z, berechnet, dann mit der Rekursionsformel 
fiir die o-Komponente die iibrigen z,. Das hierbei 
erhaltene Resultat ist ebenfalls in Bild 4 eingetra- 
gen, die Punkte fallen praktisch auf das Modell- 
profil. ‘ 

Man wird im allgemeinen bestrebt sein, die Elek- 
tronendichte-Verteilung soweit zu berechnen, wie 
dies méglich ist, d. h. bis zur héchsten scheinbaren 
Hohe, die auf dem Ionogramm erkennbar ist. Da 
die oben angegebenen Koeffizienten nur wenig von 
der Frequenz abhangen, kann man die Ablesefre- 
quenz ohne weiteres so viel verschieben, daB eine 
Ablesung auf diesen Punkt fallt. Man wird zweck- 
maBigerweise also bei vorgegebenen Frequenzen 
mit der Ablesung von h’ und Berechnung der 2z’- 
Werte beginnen und die Verschiebung in einem Be- 
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reich vornehmen, in dem sich 2’ wenig andert; sol- 
che Gebiete sind fast in jedem normalen Schichtver- 
lauf vorhanden. Sollte dies nicht der Fall sein, so 
mul 2’ auf die verschobenen Frequenzen interpo- 
liert werden. Man hat dann bei der Integration iiber 
2’ darauf zu achten, daB ein Intervall kiirzer oder 
langer ist. 


4. Hohenentzerrung komplizierter Ionogramme 
(Tag) 


4.1. Die Diskontinuitét bei f%, 


Am Tage zeigt das Ionogramm zumindest eine 
Unstetigkeitsstelle bei der kritischen Frequenz der 
E-Schicht, /;. h’ wird dort sehr groB und ist wegen 
der sehr hohen Absorption in der Umgebung von 
fp nicht meBbar. Der Echozug setzt oberhalb von 
f/f wieder ein, zunachst mit einem sehr steilen Ab- 
fall in h’, um denn wieder in einen mehr oder weni- 
ger steil verlaufenden Anstieg iiberzugehen. Zwi- 
schen hy™™ und Ay" besteht im allgemeinen eine 
Hohendifferenz von der GréBenordnung 100 km. 
Die ,,Unendlichkeitsstelle“ im Ionogramm sagt nur 
aus, daB dort 2’ unendlich groB ist. (Brpu [7] hat 
gezeigt, daB man aus der Differenz der scheinbaren 
Hohen auf einen Héhensprung in h schlieBen kann, 
wenn man die in der Echoamplitude enthaltene In- 
formation beriicksichtigt.) Rein geometrisch lieBe 
sich, auch wenn man das steile Herunterkommen 
von h’ oberhalb /}%, in Betracht zieht, der Verlauf 
des Echozuges durch einen stetigen, wenn auch sehr 
steilen Anstieg von h mit der Elektronendichte er- 
klaren. Andererseits mu die Hohe der F-Schicht 
bei f%; kleiner sein als hj. Wir erhalten also den 
minimalen Hoéhenverlauf oberhalb von /},, wenn wir 
einen Wendepunkt mit senkrechter Tangente bei 
ff; annehmen, den maximalen Hohenverlauf, wenn 
wir bei ff, fiir die Unterkante der F-Schicht z’ = 0 
ansetzen. Dazwischen liegen beliebig viele Losungs- 
moglichkeiten, je nachdem welche Annahmen ent- 
weder direkt gemacht werden oder indirekt im Ver- 
fahren stecken. Da® auch eine exakte Lésung der 
Integralgleichung, wenn sie bekannt ware, nicht 
weiter helfen kann, erkennt man an folgendem Bei- 
spiel: Nehmen wir an, E- und F-Schicht seien zwei 
getrennte Parabeln mit jeweils bestimmter Halb- 
dicke und kritischer Frequenz. Der Echozug einer 
Komponente sei vollstandig gegeben. Ersetzt man 
die E-Parabel durch eine halbe Parabel mit doppel- 
ter Halbdicke, so wird der Echozug der F-Schicht 
unverandert bleiben, wahrend hp, gemessen von der 
Unterkante der E-Schicht aus, gerade doppelt so 
groB wird wie vorher. Kine exakte Lésung der Inte- 
gralgleichung wird — wie immer sie aussehen mag — 
den Echozug der E-Schicht zur Berechnung der F- 
Hohen mit verwerten miissen; da hj in den beiden 
Fallen verschieden, hy aber gleich ist, konnte nicht 
das gleiche F-Profil erhalten werden. Dieser schein- 
bare Widerspruch kommt daher, dafi die Voraus- 
setzung der Monotonie nicht erfiillt und deshalb die 
Integralgleichung falsch angesetzt ist. Oberhalb /, 
muB sie im allgemeinsten Fall geschrieben werden: 
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Die Indizes bei z’ bedeuten: 

E untere Halfte der E-Schicht, 

I Zwischengebiet, in dem zu einer bestimmten 
Elektronendichte je nach Struktur mehrere 
z'-Werte gehéren kénnen, iiber deren Betrage 
zu summieren ist (2; = » 

5 


F F-Schicht fiir /2, = f92. 


Wir haben in diesem Fall ein Problem ahnlich 
dem von Abschnitt 3. Es sind oberhalb f% zwei 
Funktionen gesucht, naémlich der Schichtverlauf im 
Zwischengebiet und derjenige der F-Schicht. Fiir 
das Zwischengebiet ist eine Losung nur in der Form 
zu erhalten, daB z; zu gegebenem fx bestimmt wer- 
den kann, falls im Zwischengebiet ein oder mehrere 
Minima oder Maxima in der Elektronendichte auf- 
treten. Man erhalt also eine Ersatzschicht, die bei 
gegebener Verteilung definiert ist durch 

foe 


Ae= J 2, 


Meistens wird es geniigen, die Verteilung im 
Zwischengebiet soweit zu kennen, daB dessen Ver- 
zogerungsanteil fiir die scheinbaren Héohen der F- 
Schicht einigermafBen richtig angesetzt wird, daB 
man also fiir die Frequenzen unmittelbar oberhalb 
von ff die richtigen F-Héhen bestimmen kann. 
Man muB also auBer an der o-Komponente mehrere 
scheinbare F-Héhen der x-Komponente méglichst 
nahe bei ff ablesen und die entsprechenden Glei- 
chungen ansetzen. Wieviele Gleichungen gebraucht 
werden, wird davon abhangen, wieviele Parameter 
zur Beschreibung des Zwischengebietes notwendig 
sind. Wenn es sich zeigen sollte, daB das Zwischen- 
gebiet eine relativ stabile Struktur hat und sein 
Gang mit Tages- und Jahreszeit bekannt ist, konnte 
man das Verfahren in der Weise vereinfachen, daB 
zur Berechnung der F-Hohen ein bestimmtes Mo- 
dell als Ersatzschicht fiir das Zwischengebiet einge- 
setzt wird. 

Kin Beispiel fiir die Umrechnung eines Tag- 
Tonogramms ist in Bild 6 gegeben. Hier wurde an- 
genommen, da E- und F-Schicht parabelformig 
sind mit Halbdicken von 20 km bzw. 50 km fiir die 
untere bzw. die obere Halfte der E-Schicht und 
80 km fiir die untere Halfte der F-Schicht. Das 
Schichtmaximum von E sei in 120 km Hohe, das- 
jenige der F-Schicht in 250 km Hohe. Die kritischen 
Frequenzen sind 2,36 MHz baw. 5 MHz. Die ausge- 
zogene Kurve gilt fiir das Modell, die unteren Punk- 
te (e ) stellen das Ergebnis der Matrixmethode dar, 
die oberen (x) wurden nach dem Differenzenver- 
fahren, angewandt auf o- und x-Komponente, er- 
halten; fiir die Beschreibung der Ersatzschicht wur- 
den zwei Parameter bestimmt. 


/ 


% 
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Bild 6. Modellrechnung einer nicht-monotonen Schicht 
nach der BuppENschen Methode und nach dem 
Differenzenverfahren unter Benutzung beider Kom- 
ponenten ; 

e Matrixmethode, Rastersprung 0,2 MHz, 
< Differenzenverfahren mit beiden Komponenten, 
Modell. 


4.2. Fy-Schicht 


Diese Stufe in der F-Region unterbricht nur 
auBerst selten die Monotonie. Sollte einmal bei ff, 
der Echozug durch sehr starke Verzégerung und 
damit verbundene Absorption unterbrochen sein, 
so wird man im Prinzip genau so verfahren miissen 
wie bei fh. Ist die Verzdgerung endlich mit einem 
deutlichen Maximum, so geniigt es, eine Unstetig- 
keit in 2’ bei f = fp, zuzulassen. Man erhalt dann 
ausgehend von Gl. (9) 


h'(tm) — h'(fm—-1) = 
=> fe ree tee a, fake g fects mel He aia 
at iB berate) as gata] Be are paeie = 


In (12) 
+ i; ka" df, . 


Dabei sei fm—1 = ff, und fm die nachstfolgende 
Ablesefrequenz und 
Ra = lim 2’ 


eer 


fir fy < f?, 
fir > 


Man hat fiir dieses Intervall zwei GréBen zu be- 
stimmen: z,, und z;,_1,,. Dies kann dadurch ermog- 
licht werden, da man die zugehérige Gleichung fiir 
die x-Komponente hinzunimmt oder, falls zulassig, 
2’ iiber zwei Intervalle konstant annimmt. Ist bei 
fp, nur ein flaches Maximum oder gar nur ein 
Wendepunkt in h’ vorhanden, so kann nach der 
normalen Methode verfahren werden. Um mit 
einem Ablesepunkt auf ff bzw. /%, zu kommen, 
wird man entsprechende Verschiebungen des Fre- 
quenzrasters vornehmen miissen, wie in Abschnitt 3 
fiir /}, in der Nacht beschrieben wurde. Das Ver- 
fahren mag dadurch relativ umstindlich erscheinen. 
Man wird aber bei jedem Verfahren auf derart 
charakteristische Stellen Riicksicht nehmen miissen, 
wenn man nicht von vornherein darauf verzichten 
will, sie im entzerrten Profil wieder zu finden. 
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4.3. Abdeckende Es-Schicht 


Hierbei hat man im Prinzip genauso zu verfahren 
wie beim Vorhandensein der E-Schicht. Man wird 
einigermaBen sichere Auskunft iiber den Schicht- 
verlauf oberhalb der Es-Schicht erst von der Elek- 
tronendichte ab erhalten, die der Abdeckfrequenz 
entspricht. Fiir das dazwischenliegende Gebiet hat 
man aus o- und x- Komponente | zusammen eine 
Ersatzschicht zu bestimmen, damit deren Verzdge- 
rungsanteil bei der weiteren Umrechnung richtig 
beriicksichtigt werden kann. 


5. Berechnung der Koeffizienten 


Wie im Prinzip die Berechnung zu erfolgen hat, 
ist durch die Formel (4) und folgende eindeutig aus- 
gesagt. ZweckmaBigerweise wird man die Koeffi- 
zienten fiir verschiedene Intervallbreiten zu ent- 
sprechenden maximalen Frequenzen berechnen. 


Zn. Be 


Afe=1 
von fy = Obis f% = 25 MHz? (fy = 5MHz), 
Apt =4 
von fy = Obis f% = 100 MHz? (fy = 10 MHz), 
Af? =16 


von fx = Obis f% = 400MHz? (fy = 20 MHz), 


eventuell noch fiir Nacht-lonogramme mit sehr 
niedriger Grenzfrequenz 
Af? = 0,5 
von fx = 0 bis f% = 12,5 MHz? (fy = 3,54 MHz). 
Am besten 148t man zunachst einmal an allen 
Intervallgrenzen Unstetigkeitsstellen in z’ zu und 


berechnet die Koeffizienten von z’ und z2”’ der Aus- 
gangsgleichung 


Ahn = Am (79) Zm—1,1 So 


= pai I bss A ee 


—fng (= ts To Zoe, r —%_1,1) me (13) 
m ye 
+2 | gd HUES bom fina) 2 a 
2 Fis 
fiir beide Komponenten. Dividiert man durch 


ps 
1 

km, m= vB i fn fn 1) Aff 
N 


und ordnet man um, so erhalt man 


a) (Zin) + Bm, mA (Zin —1) == Tm Ah, {- eae = 
m—1 m—1 
PS” tomy 8X2 eet 2-1) (14) 
y= 1 
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Dies ist die allgemeinste Form unter der Voraus- 
setzung, daB 2’ abschnittweise konstant ist. Die zu 
bestimmenden GréBen sind 6(z;,) und A(z, Sit yi 
welche die eigentlichen Unbekannten z;,,; und 
2m—1,r enthalten. In den meisten Fallen geniigt es, 
bis auf einzelne Stellen z  stetig anzunehmen, dane 
sind fast alle A(z;_,;)=0 und man erhalt wieder 
Gl. (10). Um die Verzégerung V zu berechnen, geht 
man von der Definitionsgleichung (6) fiir y (f%, f2) aus 

(PP) 


V2) =P / 2'dy. 


Durch partielle Integration erhalt man 


Xn,» = i eine ; 


if 
eT fa AU NEA fer ft ae P| 2" y df » 


und unter der Annahme 2” abschnittweise konstant, 
z’ stetig 
m RB (15) 
V (tin) =f ¥ (fm fn) 2 Fin) = 2420 J (Fie fn) Of 
es y—1 
Sind Unstetigkeitsstellen in 2’ an den Intervall- 
grenzen zugelassen, so ist 


2 


— Deer Ly (ie fn) Us — 2, Aa) fn (Ba fr 


(16) 


Fiir die x-Komponente gelten formal: genau die- 
selben Formeln, man hat nur g und y fiir die Ab- 
lesefrequenzen der x-Komponente zu nehmen und 
dann alle auftretenden f2 im Sinn von f% an der 
Reflexionsstelle einzusetzen, es sind also iberall, 
wo f? explizit auftritt, die entsprechenden Elek- 
tronendichten einzusetzen. 


Zusammenfassung 


Um aus scheinbaren Hohen moglichst gut den 
wahren Schichtverlauf berechnen zu kénnen, muB 
versucht werden, eine bessere MeBgenauigkeit von 
h’ zu erreichen. Dies sollte mit kiirzerer [mpuls- 
dauer moglich sein. Ferner wird man bestrebt sein 
miissen, den MefBbereich nach mdglichst tiefen 
Frequenzen hin auszudehnen und durch Erhéhung 
der Senderleistung h’ méglichst weit in die Ver- 
zogerungsspitzen hinein meBbar zu machen. Dies 
gilt vor allem fiir die x-Komponente in der Nahe 
der Gyrofrequenz, wodurch eventuell auf die Aus- 
dehnung des Frequenzbereichs weiter nach unten 
hin verzichtet werden kénnte. Als Registrierskala 
wird eine f2-Skala vorgeschlagen, da in ihr das 
Ionogramm dem gesuchten Elektronendichteprofil 
am ahnlichsten wird und auBerdem bei EHinteilung 
in gleiche Intervalle die h’-Staffelung gleichmafiger 
wird als bei linearer oder logarithmischer Skala. Die 
x-Komponente wird zur Berechnung der Unter- 
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kante und eines eventuellen Zwischengebietes zu- 
siitzlich zur o-Komponente bendtigt, wenn auch fir 
die weitere Rechnung die o-Komponente vorgezo- 
gen wird. Bei ihr stammt nadmlich der eroBte Ver- 
zogerungsbeitrag von Elektronendichten, die sehr 
nahe der kritischen Elektronendichte liegen, wah- 
rend bei der x-Komponente auch relativ kleine 
Elektronendichten noch einen deutlichen Verzdge- 
rungsbeitrag geben. Die in unserem Rechenschema 
benutzten Koeffizienten von z’ klingen mit abneh- 
menden f? bei der o-Komponente wesentlich rascher 
ab als bei der x-Komponente. Auf der anderen Seite 
ist es die x-Komponente, die bessere Auskunft tiber 
Elektronendichte im Zwischengebiet oder an der 
Unterkante geben kann. 

Grundsatzlich kann ein mehrschichtiges Profil 
nur so berechnet werden, daB man die Verzégerung 
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durch tieferliegende Schichten berechnet und diese 
von der scheinbaren Hohe abzieht. 
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seltenen Vorzug, dafi sie sich wegen des groBen didaktischen 
Geschickes des Verfassers als Unterrichtsbticher sehr gut be- 
wahrt haben. Auch diesem weiterfitihrenden Band merkt man 
sofort an, da er aus langer Unterrichtserfahrung heraus ent- 
standen ist; er ist daher fiir hohere Schulen und fiir hoéhere 
technische Anstalten sehr geeignet und kann ebenso wie die 
anderen Biicher des Verfassers bestens empfohlen werden; 
jeder der Selbststudien treibt, sollte zu diesem Buch greifen. 


eee A. THoma 


* Siehe die Besprechungen im A.B.U. 6 [1952], 306; 7 [1953], 211 und 
11 [1957], 158. . 


Berichtigung 


W. SchiiBler, Die Darstellung vonkopplungs- 
freien Abzweigschaltungen am Analog- 


rechner (AEU 14 [1960], Heft 8, 327-334). 


Auf Seite 329 mu8 im Abschnitt 2.2 der 7. Satz (links 
neben der Gl. (4)) richtig hei®en: 


»Bei allen anderen Zweipolfunktionen kénnen sich Zahler- 
und Nennerpolynom im Grad um eins unterscheiden, d. h. 
der Grad des Zahlerpolynoms kann auch um eins hoher sein 
als der Grad des Nennerpolynoms.“ 
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Dipl.-Ing. H. G. Jungmeister, im Elektrophys. Institut der Technischen Hochschule, Miinchen 2, ArcisstraBe 21; Dipl.-Phys. A. K. Paul, Ionosphiiren- 
Institut. Breisach (Rhein); Prof. Dr. H. Piloty, Technische Hochschule, Miinchen 2, ArcisstraBe 21; Dr. K. Schnetzler, i. H. Siemens & Halske AG 
Zentral-Laboratorium, Miinchen 25, HofmannstraBe 51; Prof. Dr. Dr. M. J. O. Strutt, Hidgendss. Technische Hochschule, Ziirich 7, GloriastraBe 35: 
Dr. HE. Ulbrich, Backnang, LichtensteinstraBe 48; Dipl.-Ing. J. S. Vogel, im Institut fiir héhere Elektrotechnik der Eidgenéss. Technishen 
Hochschule, Ziirich 7, GloriastraBe 35; Dr. K. Welland, Hannover, Am Lindener Berge 14a; Prof. Dr. H.Wilde, Stuttgart-Feuerbach, Bubenhalde 92. 
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Photokopierblatt eine Marke 


VOM WESEN DER 
NACHRICHT 


VON PROF. DR. G. MEGLA 


etwa 190 Seiten mit etwa 70 Bildern, 


mehreren Tafeln und Tabellen. Ganzleinen etwa DM 23,— 
Erscheint im November 1960 


I. Kapitel. Die Nachricht 
1.1 Vorbetrachtung — 1.2 Die Symbole der Nachricht — 
1.2.1 Die Symbolarten — 1.2.2 Die Empfangsbereit- 
schaft — 1.3 Die unbewufte Nachrichteniibertragung — 
1.4 Die bewuBte Nachrichteniibertragung — 1.5 Der 
Weg einer Nachricht — 1.6 Die transportfahige Nach- 
richt mit langer Ubertragungszeit — 1.7 Die transport- 


fihige Nachricht mit kurzer Ubertragungszeit M odulationsgrad_ 


Vollausschlag 6 . Pca ablesbar 0, 
- ‘Eingangsspannung 10... .300 mV. 
Ue) des Tragers 4. 


. Kapitel. Die Nachrichtenverbindungen 

2.1 Die Trager der Nachrichtensymbole — 2.1.1 Das 
Signal als Trager des Symbols — 2.1.2 Mechanische 
Trager — 2.1.3 Der elektrische Strom als Symboltra- 
ger — 2.1.4 Die akustische Tragerschwingung — 2.1.5 
Die elektromagnetische Tragerschwingung — 2.2 Die 
Teilstrecken einer Verbindung — 2.3 Optische und 
akustische Verbindungen — 2.4 Interplanetarische Ver- 
bindungen 


‘3. Kapitel. Die elektrische Nachrichteniibertragung 
3.1 Verfahren der elektrischen Nachrichteniibertra- 
gung — 3.2 Der Informationsgehalt der elektrischen 


Nachrichteniibertragung — 3.3 Neue Anwendungs- 
gebiete re 
4. Kapitel. Die unmittelbare Nachrichteniibertragung a cas as 
4.1 Vorbetrachtung — 4.2 Die nachrichtentechnischen ie 
Eigenschaften der Sinnesorgane — 4.3 Sinnesorgane RARE 
und Nachrichtenverbindungen der Tiere — 4.4 Die ES 
Nachrichteniibertragung im Nervensystem es 
eS Zz 
Literaturverzeichnis — Sachwortverzeichnis a 
rca) 
Die modernen Nachrichtensysteme sind wie der Mensch in « 
der Lage, Wahrnehmungen nicht nur aufzunehmen, son- = 
dern auch zu konzentrieren, zu speichern, zu verarbeiten za Die Messung des Frequenzhubs erfolgt nach 
und dariiber hinaus ohne menschliche Hilfe logische auto- 2 einem Zahlverfahren.- Damit wird eine auGers 
matisch iiberwachte Handlungen auszulésen. Aber auch Pe ordentlich hohe MeBgena higkeit erreicht. ihe 
bers Los : Mitel said wit = ree “ 
ae ee cee igs d pat ene oe ” Fur die Umsetzung der Mefrequenz in den ZF- 
noch weit entfernt von Giite, Vielfalt un ae 
il hube | 
der nachrichtentechnischen Organe, wie sie das hochstent- Za MeBbereich werden die /Oszillatoreinsc ver 
: bay ested 2 unseres LeistungsmeBsenders LMS-68 ver-' 
er er en eee us wendet. Diese sind auch fur sich allein. als’ 
Da die iiberaus schnelle Entwicklung der Technik die 2 Leistungsoszillatoren verwendbar, agen da- 
Gefahr birgt, me geben Zusammenhange aus dem Auge ro mit eine :mehrfache, wittschattliche Ni anes 
zu yerlieren, wird in diesem Buch der Versuch unternom- i zung gewahrleistet ist. 


men, Sinn und Wesen der Nachrichteniibertragung in 
einer moglichst umfassenden Gesamtschau darzustellen, 
deren Kenntnis es erleichtern wird, den richtigen Weg zu 
gehen und die gegebenen Moéglichkeiten sinnvoll an- 


zuwenden. iP ue 
WANDELvu.GOLTERMANN | 
erin ZEL, VERLAG - STUTTGART : Be ol A Ne 


Na 


Das Gerét ist kurzfristig lieferbar. 


